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Bestimmung 



der 



zweiten Ableitungen der Flächenpotentiale, 



Ueber die Derivierten der Fläch enpotentiale erschienen 
unter dem Titel : „Liforno ad alcnni nuovi teoremi del sig. C Neu-r 
mann sulle fumioni pote^itiali^ die Untersuchungen des Herrn 
E. Beltrami*) im Jahre 1880; sie beziehen sich auf die von 
Herrn Carl Neumann veröffentlichten Sätze ^). 

Es geht aus den Carl Neumann'schen Untersuchungen hervor, 
dass auch die höheren Derivierten der Flächenpotentiale sich als 
Potentiale einer einfachen und einer Doppelfläche darstellen lassen. 

Herr Beltrami zeigte nun bezüglich der ersten Derivierten 
der Flächenpotentiale einerseits, dass eine besondere Wahl des 
Flächen-Koordinatensystems für ihre Entwickelung weder notwendig, 
noch vorteilhaft sei, — andererseits, dass die wichtigen Schlüsse 
von Herrn C. Neumann für eine offene Fläche ebenso gelten, wie 
für eine geschlossene. Darin liegt der Wert der Beltrami'schen 
Abhandlung. — 

Beide Untersuchungen nehmen auf die zweiten Derivierten 
beider Arten oder einer Art Flächenpotentiale nur insofern Rück- 
sicht, als sie, gestützt auf das von Herrn C. Neumann für die 
Struktur der höheren Derivierten angeführte Schema, ihre Un- 
Stetigkeitsformeln angeben, welche sich unmittelbar bilden lassen, 
sobald die ersten Derivierten explicite berechnet sind. 

Herr Th. Hörn behandelt in seiner Dissertation (Schlömilchs 
Zeitschrift [1881] Bd. 26)- ebenfalls „die Diskontinuitäten der 
zweiten Diflferentialquotienten des Oberflächenpotentials*. Er unter- 
sucht die sprungweisen Aenderungen der nach beliebigen Richtungen 
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genommenen zweiten Derivierten des Potentials einer einfachen 
Schicht, indem er die Fläche durch die Gleichung: c = c (a, b) dar- 
stellt und die Derivierten als Komponenten der Kraft ausdrückt, 
welche die auf der betrachteten Fläche gelegenen Massen auf den 
Punkt {x y z) ausüben. Diesen Ausdruck formt er dann durch eine 
vorgenommene partielle Integration um, und erhält eine Formel 
für die Diskussion der Unstetigkeiten. 

Eine vollständige Entwickelung der zweiten Deri- 
vierten beider Arten Flächenpotentiale ist bis jetzt nicht 
geliefert worden. Betreffend dieser unternehme ich es, die von 
Herrn C. Neumann ohne weitere Begründung mitgeteilten Sätze 
in allgemeinster Weise zu verifizieren, indem ich die betreffenden 
Formeln für beliebige krumme Flächen, mögen sie offen oder ge- 
schlossen sein, mittels der Gaussischen Flächendarstellung expli- 
cite aufstelle. — Einfach sind die Formeln freilich nicht. 

Durch diese allgemein geführte Bestimmung und durch 
die vollständige Darstellung der zweiten Derivierten der 
Fiächenpotentiale hoffe ich bezüglich der Entwickelungen auf 
dem Gebiete der Potentialtheorie etwas beizutragen. 

Hinsichtlich dieser Art Untersuchungen erschien zwar in der 
Zwischenzeit von Herrn G. A. Maggi unter seinen anderen poten- 
tialtheoretischen Aufsätzen (zu den Jahren 1889, 1891) eine Ab- 
handlung (Nuovo Cimento, serie 3, XXXIH, p. 249—259, 1893), 
in welcher die charakteristischen, wichtigsten Eigenschaften des 
Flächenpotentials selbst, durch strenge Grenzbetrachtungen, ohne 
Benutzung der teilweisen Integration hergeleitet wurden. 

Von den Ableitungen untersucht aber Herr Maggi unter wei- 
teren Voraussetzungen nur die ersten. 

Dann publizierte im Jahre 1899 Herr H. Poincare das Buch 
„Theorie du potentielnewtonien". Er entwickelt für seinen Zweck, 
die Unstetigkeiten darzulegen, auch die zweiten Derivierten des 
Potentials einer einfachen Schicht ; und darin liegt der Fortschritt 
gegenüber den vorangegangenen, diesbezüglichen Untersuchungen. 
Hingegen sind die betrachteten Fälle von niedrigerem Grad der 
Allgemeinheit, als die Beltrami'schen. 

Herr H. Poincare stellt zunächst die ersten Derivierten des 
Potentials für eine begrenzte ebene Fläche dar ([p. 233] von der 
Art der simple couche) und diskutiert die Unstetigkeiten, die für 
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die einzelnen Glieder nach einer nochmaligen Differentiation ein- 
treten würden, wenn der angezogene Punkt die Fläche durch- 
schreitet. Er führt seine Betrachtungen bezüglich einer geschlos- 
senen Fläche auf den Fall der Ebene zurück und berechnet die 
zweiten Derivierten des Potentials einer einfachen Schicht, wobei 
er mit unendlich kleinen Grössen verschiedener Ordnung operiert 
(p. 236—40). So verschafft er sich die ersten Derivierten eines 
Doppelflächen-Potentials, resp. diejenigen Glieder, aus welchen auf 
die Diskontinuität dieser Derivierten geschlossen werden kann. 
Er deutet auch eine direktere Methode (p. 254 — 59) zur Unter- 
suchung der ünstetigkeiten für die ersten Derivierten eines Doppel- 
flächen-Potentials an ; diese setzt das Verhalten der zweiten Deri- 
vierten für eine Durchgangsstelle von der Dichtigkeit Null als be^ 
kannt voraus. Dabei wirft er eine flüchtige Betrachtung auf die 
tangentiellen Ünstetigkeiten der ersten Derivierten des Potentials 
auch von nichtgeschlossenen Doppelflächen, die er zu geschlos- 
senen ergänzt. 

Von demselben Grad der Allgemeinheit wie die Beltrami- 
schen sind aber die diesbezüglichen Untersuchungen in dem ganz 
neuerdings publizierten Buche über Potentialtheorie von Herrn 
H. Korn zu München. Das Problem der Derivierten der Flächen- 
potentiale ist in dem gleichen Bereich behandelt worden, wie in 
der genannten Abhandlung von Herrn E. Beltrami ; was neu hinzu- 
kommt, ist die explicite Aufstellung der Formel der Flächen- 
potentiale selbst. Für die zweiten Derivierten beider Arten 
Flächenpotentiale sind ebenfalls nur die Unstetigkeitsformeln ange- 
geben worden, d. h. die Glieder, die sich überall stetig verhalten, 
sind von vornherein weggelassen. 

Die Methode ist aber eine andere, indem Herr A. Korn aus 
der bekannten Gleichung: /(|, ij, = der Flächendarstellung aus- 
geht. Dennoch ist seine Entwickelung nicht anschaulicher und es 
erscheinen bei ihm die Resultate in Formen, die noch etwas aus- 
gedehnter, also weniger elegant und keineswegs weniger kompli- 
ziert sind, wie die betreffenden Resultate bei Herrn E. Beltrami, 
resp. wie diejenigen, welche die vorliegende Darstellung aufweist. 
Es eignen sich die Formeln von Herrn Korn weniger für die un- 
mittelbare Darlegung der Ünstetigkeiten der vJ-^ Derivierten aus 
dem expliciten Ausdrucke für die n — l^*^'^ Derivierten. — 
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Dafür setzt aber die von Herrn Korn angewandte Methode 
weniger voraus, als die Operationen mit den Qaussischen Punda- 
mentalgrössen, indem sie neben den Grundkenntnissen der Diflferen-»- 
tial- und Integralrechnung nur von dem Prinzip des Stokes'schen 
Theoremes Gebrauch macht. Und das ist, wenn auch nicht für 
die Wissenschaft, so doch für ein anfilngliches Studium der Potential- 
theorie ein Vorteil der Bearbeitung, deren Veröffentlichung mich 
schon mitten in der Arbeit meiner Entwickelungen traf. 

Was die formelle Darstellung anbelangt, führt Herr Korn 
als Repräsentant der Dichtigkeitsfunktionen beider Arten Flächen 
je eine sog. Funktion der Stelle ein, der er die hinreichenden 
Eigenschaften beilegt. 

In der vorliegenden Abhandlung werden die Flächen als 
Krümmungsplatten, auf welchen etwa eine Elektricitätsmasse oder 
eine Flüssigkeitsschicht von gewisser Dichtigkeit ausgebreitet ist, 
gedacht. Bezüglich dieser Schichten sind die zweiten Derivierten 
des Potentials, resp. des Geschwindigkeitspotentials zu bestimmen, 
wobei die Entwickelung von dem Attraktionsgesetz völlig 
unabhängig ist. 

Die Untersuchung stützt sich auf bekannte flächentheore- 
tische Sätze; der Vollständigkeit und Anschaulichkeit halber will 
ich sie kurz auseinandersetzen und die zu benutzenden Formeln 
entwickeln. 

Das ausgeprägte Intetesse für die potentialtheoretischen 
Probleme und die Freude an meinem Thema — durch das Er- 
kennen der grossen Bedeutung der Potentialtheorie auf breitem 
Gebiete, namentlich durch das Erkennen ihrer astronomischen, 
physikalischen und rein mathematischen Beziehungen — verdanke 
ich meinen hochverehrten lieben Hochschullehrern, den Herren 
Professoren A. Wolfer, A. Kleiner, H. Burkhardt zu Zürich. 

Insbesondere erlaube ich mir, bei diesem Anlass meinen 
wärmsten Dank dem Herrn Professor Dr. H. Burkhardt auszu- 
sprechen, der meine Aufmerksamkeit auf manche wichtige Frage 
dieser Theorie gerichtet und mich in die Lektüre der mathe- 
matischen Original-Abhandlungen, überhaupt in die mathematische 
Untersuchung und in die selbständige Arbeit eingeführt hat. 
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Erster Abschnitt. 



I. Fläohentheoretisohe Betrachtungen. 

1. Darstellung der Fläche. Wir wollen die zweiten Ableitungen 
des Potentials einer beliebigen krummen Fläche herstellen. Denken 
wir uns das Potential zunächst einer einfachen Schicht (simple 
couche) in folgende schematische Form gesetzt: 



V 



= f/i ^ rf 0, (I) 



WO die Integration über alle Elemente (dö) der Fläche erstreckt 
ist; ^ der reziproke Wert der Entfernung des variablen Punktes 
(xyz) von diesem Flächenelemente, dessen Lage durch die recht- 
winkligen Koordinaten |, iy, g eines Flächenpunktes gegeben ist. 
Die Massenbelegung sei von einer Dichte, die in der Weise von 
Stelle zu Stelle auf der Fläche variieren kann, dass die Dichtig- 
keitsfunktion h auf der Fläche abteilungsweise eindeutig und 
stetig sei; d. h. es soll sich das betrachtete Gebiet in eine end- 
liche Anzahl von Flächenstücken zerlegen lassen, auf denen die 
Funktion h eindeutig und stetig ist. 

Wollen wir die Formel für die Derivierten des Potentials 
explicite aufstellen, so bedürfen wir vor allem die analytische 
Definition des Flächenelementes. Die Methode der Gaussischen 
Flächenbestimmung ^'^) beruht wesentlich darin, dass man die Bogen 
ausdrückt, mittelst welcher sich das Flächenelement darstellen lässt. 

Wir denken uns die krumme Fläche durch die Gleichungen 

gegeben : 

? == O {lU v) 
fl= X («, v) 

durch welche ihre Natur chakterisiert ist. Würde man als unab- 
hängige Variabele w, v zwei rechtwinklige Koordinaten annehmen, 
so bekäme man unmittelbar die Gleichung der Fläche, aufgelöst 
nach der dritten der rechtwinkligen Koordinaten. 
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Wir betrachten aber, um die Allgemeinheit unserer Ent- 
wiekelung von vornherein zu sichern, ti und v als die Koordinaten 
eines beliebigen krummlinigen Systems, von denen die recht- 
winkligen stetige Funktionen seien. Ein krummliniges Koordi- 
natensystem ist geometrisch dargestellt durch zwei beliebig be- 
schaffene Kurvenfamilien, mit welchen wir die Fläche überzogen 
denken. Legt man einer der beiden unabhängigen Variabein (u) 
konstante Werte bei, so hat man den Verlauf der anderen (v), 
deren Wertänderungen auf der Fläche eine Kurve (die v- Kurve) 
entspricht, zu welcher die konstante Grösse {it) als Parameter 
zugehört. Ebenso ist für die andere Kurve (i^-Linie) u ver- 
änderlich und V konstant. Wir wollen bei dieser Ausdrucks- 
weise im Laufe dier vorliegenden Arbeit festhalten. Jeder Punkt der 
Fläche erscheint als Durchschnitt zwei solcher Kurven. Eine be- 
liebige Kurve auf der Fläche ist dargestellt durch eine Beziehung 
zwischen u und v. 

Diese Darstellungsweise liefert für das Bogenelement jener 
Kurve folgenden Wert: 



äs^- ^(i)-^- 



+ 2^|i|l.d«d. (1) 

wo das 2-Zeichen die Summe der Glieder bezeichnet, welche in 
Bezug auf i] und ? so gebildet sind, wie die unter dem Symbol 
stehende Grösse in Bezug auf |. 
Die Koeffizienten*) 



^\du}' ^ du do' ^\dv) 



des Bogenelementes bezeichnet Gauss successive mit 

E, F, O. 

Die durch diese Fundamentalgrössen bewerkstelligte Relation 
zwischen den rechtwinkligen und krummlinigen Koordinaten eines 
beliebigen Flächenpunktes, ist der eigentliche Ausgangspunkt für 
die allgemeine Bestimmung einer Fläche. 
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2. Flächenbedingungen für die zweiten Derivierten der Flächen- 
Potentiale. Wir wollen in unseren Entwickelungen uns auf die vor- 
hin dargestellten Koeffizienten des Bogenelementes stützen. Wir 
schreiben aber zunächst jenen Flächen-Funktionen selbst nicht nur 
die Existenz, sondern auch die Stetigkeit zu; m, a. W. wir 
setzen als eine erste Anforderung für unsere krumme Fläche 
fest, dass sie von stetiger Biegung sei. 

Durch die Voraussetzungen dann, denen die Koeffizienten des 
Bogenelementes samt ihrer ersten und zweiten Deriyierten auf der 
Fläche Genüge leisten mögen, ist andererseits die Krümmung der 
Fläche bedingt. Man kann nämlich, wie es aus den flächentheoreti- 
schen Untersuchungen von Gauss bekannt ist, das Mass^) der Krüm- 
mung einer Fläche als alleinige Funktion der Fundamentalgrössen 
(£, -F, ff) und ihrer ersten und zweiten Derivierten ausdrücken. 

Schon im (A)-Teile unserer Darstellung, welcher sich auf die 
Bestimmung der zweiten Derivierten des Potentials einer einfachen 
Schicht bezieht, treten auch die zweiten. Derivierten jener Flächen- 
funktionen auf, während die Formeln für die ersten Derivierten 
beider Arten Flächenpotentiale nur die ersten Dififerentialquotienten 
der Grössen jE, F, O aufweisen. 

Wir wollen diese, indem wir die Fundamentalgrössen successive 
nach u und v diif^renziieren, hier einführen ; wir rekurrieren dann 
späterhin auf diese Formeln: 



ö^ ^ 2 X7 ö«| Öl 



I 



du -^ öw« du 

dv " "^^ öy» dv ' 

dv ^ ^ du dv du 
da ^ ^ d^ öi 



(2) 



= 2^ 



(2') 



du -^ dvdu dv 



(3) 



du ^ öu« dv "^ dv du du \ 

dF__^ ä'£ ag a^s d^ ( 

dv "^ ~Wv^ du "^ du dv dv ' 

^ dn dj _ dF 

^ du^ dv- du . V,. . ,. 

^ 'hv* du "" dv 
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Wir wollen festsetzen: diese ersten Derivierten, samt den 
Grössen E^ F, O selbst seien auf der Fläche eindeutig, stetig und 
ihre zweiten Ableitungen, d. h. die dritten der Funktionen |, tj, ^ 
endlich und integrabel. — Sind aber alle Grössen, die den Aus- 
druck für das Mass der Krümmung bilden, endlich und stetig, 
so ist damit verlangt, dass die Fläche selbst von endlicher 
und stetiger Krümmung sei. Für eine solche Fläche sind dann 
die zweiten Derivierten beider Arten Flächenpotentiale eindeutig 
und stetig, mag der variable Punkt (xyz) in die unmittelbare 
Nähe der Fläche herantreten. 

In unserer Darstellung für die 2*«'^ Derivierten des Potentials 
einer einfachen Schicht setzen die funktionentheoretischen Opera- 
tionen von der zweiten Derivierten der Grössen E, F, O nichts 
voraus, so dass also eine Unterscheidung der Bedingungen für die 
beiden Arten Flächen funktionentheoretisch sich schärfer for- 
mulieren lässt. 

Ueber die Grundeigenschaften hinaus, welche in der stetigen 
Biegung und Krümmung vorausgesetzt sind, sei die Fläche keiner 
Beschränkung unterworfen. 

3. Geometrische Bedeutung der FundamentalgrSssen L Ordnung. 
Durch die Vorstellung, dass die krummlinigen Koordinaten als zwei 
Systeme von Kurven derart, wie im Art. 1 charakterisiert wurde, 
sich darstellen lassen, ist man in der Lage, den Gaussischen Koeffi- 
cienten E, F, O eine geometrische Erklärung zu geben. Der Bogen, 
welcher die eine Seite des Flächenelementes bildet, das als ein un- 
endlich kleines Parallelogramm aufgefasst wird, lässt sich auf der 
w-Kurve, der also die Aenderung du entspricht, während v = const. 
ist, durch _ 

V^- du 

und auf der v-Kurve durch 

iG'dv 

analytisch darstellen. Der Inhalt des Flächenelementes wird somit 
ausgedrückt durch 

d6=iE'du'0dv'SmQ, 

wo d den Winkel bedeutet, den die beiden Begrenzungsbögen mit- 
einander einschliessen. Der Cosinus dieses Winkels lässt sich durch 



j 
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eine bekannte Formel der analytischen Geometrie berechnen, er ist 
von der Form: 

cos 6 = , ^ -Q^ -Q- = / • (4) 

Daraus geht unmittelbar hervor, dass 

F=0 (5) 

die Bedingung der Orthogonalität der beiden Kurvenfamilien 
V = const, u = const ist. 

Wir werden späterhin (siehe Schlussabschnitt) von der Be-^ 
dingung des Senkrechtstehens zweier Kurven (g) == const, % = const) 
Gebrauch machen, welche in Form von Diflferentialparametern^'^) 
dargestellt ist: 

A (9, X) = 0. (5') 

Mittelst der gefundenen Werte für den Winkel zwischen den 

Seiten ^E'du und ^G*dv des Flächenelementes, findet sich die 

Gleichung: 

dö = Hdudv (6) 

für den Inhalt jenes Ele mente s. Dabei ist unter H der positive 
Wert der Wurzelgrösse ^EG — F^ verstanden : 

H=iEG — F^>0. (7) 

Der Ausdruck EG — F^ bildet eine wichtige Verbindung 
der Fundamentalgrössen. Sie kann für reelle Flächen nicht Null 
werden, sie kann aber auch nicht negativ sein, indem man zeigen 
kann^ dass H^ sich aus lauter quadratischen Gliedern additiv zu- 
sammensetzen lässt. Also ist: 

eg — f^>q: 



4. Festsetzungen über den Richtungssinn der Normalen, a) Damit 
die Bestimmung des Richtungssinnes sowohl für offene wie für ge- 
schlossene Fläche zutreffe, wollen wir annehmen, es solle die Nor- 
male (w), welche in irgend einem Punkt (w, v) der Fläche errichtet 
wird, in Bezug auf die Kurven v = const, u = const so stehen, 
wie die g-Achse des in Art. 1 (p. 5) eingeführten rechtwinkligen 
Systems in Bezug auf die |-, i^-Achsen desselben Koordinatensystems^ 
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so dass die positive w-Kurve (d. h. v = const), resp. ihre Tangente 
durch eine in gleichem Sinn erfolgte Drehung in die Lage der 
positiven v-Kurve (d. h. u = const), resp. ihrer Tangente kommt» 
welche die positive |-Achse in die positive i?-Achse überführt, 
wenn die Drehung um die Normale (w), resp. um die g-Achse vor- 
genommen wird. Es ist dabei gleichgültig, welche Drehungsrich- 
tung für die beiden Koordinatensysteme gleichstimmig positiv ge- 
wählt wird. Figuren 1 und 2 sollen andeuten, welche Drehung 
für die vorliegenden Entwickelungen als positiv gemeint ist. 



Fig. 1. 







Fig. 2. 




»K 



Die Kurven v = const, u = const schliessen einen Winkel ein, 
der infolge H>0 (61. 7) und der Relation (4), zwischen und 
180 ® variiert, ohne die Grenzen zu erreichen. 

Es wird von Nutzen sein, wenn wir die Cosinuse auch der- 
jenigen Winkel, welche die Normale mit der |-, f^- resp. t- Achse 
einschliesst, mit den Gaussischen Grössen in Beziehung bringen. 
Diese Cosinuse können auch durch die Derivierten: 



Öl 



öl 



_ÖS 
dn 



ausgedrückt we^'den; wir wollen sie kurzweg bezeichnen mit 



«, 



ß, 



Die analytische Geometrie liefert uns für « folgendes, und für 
ßy y dann analoge Relationen : 



J 
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'-=-(«e=Tis®l 



dv du) 



k = 



H 



iEG 



wenn nämlich l der vorläufig unbestimmte Faktor war, und 
-7=^1 -7=ir- (bezw. -7=-^^) -7=-^} die Cosinus der Winkel be- 

deuten, welche v = const, resp. ii = const mit der 1?- Achse (bezw. 
mit der g-Achse) bilden. 

Führen wir die Bezeichnungen «, ß, y für die Richtungs- 
cosinuse der Normale ein, so haben wir: 



"=i{ 
^=i{ 



H \du dv dv du 



dS_dl 
die dv 

H\du dv 



dv dui 

PIM 
dv dui 



(8) 



b) Wir suchen nunmehr die analytischen Beziehungen zwischen 
den Kurvenfamilien (v = const, u = const) der Fläche und ihrer Be- 



Fig. 3.. 
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grenzungskurve {$), resp. deren Tangente (s) festzustellen, um uns 
gewisse Reduktionsformeln für das Flächenintegral verschaffen 
zu können. 

Zu diesem Ende müssen wir ausser der über die Fläche 
sich erhebenden Flächen-Normale (??) noch eine zu der Begren- 
zungskurve senkrechte Richtung beachten. Wir führen die Con- 
tour-Normale ein. Diese Normale, die wir mit (y) bezeichnen 
wollen, gezogen in der Fläche von einem Punkte des Rand- 
ejementes (ds) aus, sei nach dem Gebiete hin, wo die Fläche sich 
erstreckt, positiv gerechnet. Diese sogen. Contour-Normale (v) und 
die zugehörige Tangente (s) bilden mit der Normale (n) ein neues 
Koordinatensystem. Wir wollen den Drehungssinn dieses Systems 
(v, 5, n) folgenderweise festsetzen : 

(v, s, n) ^ (w, V, n). 




Figuren 3 und 4 versinnlichen die Richtungen der beiden Nor- 
malen bezüglich der Fläche, welche von den u- und i;-Kurven, nach 
denen sich die Flächennormale (n) richtet, überzogeu ist, und be- 
züglich der Begrenzung. (Denkt man die Fläche in der Lage, dass 
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sie die Zeichnungsebene durchstösst, so deutet die positive Nor- 
male (w) eine nach oben, die positive Contour-Normale (v) eine 
nach vorn verlaufende Richtung, für die getroffene Annahme an.) 
Figur 4 weist unmittelbar folgende Relationen zwischen je 
einer Kurve v = const, ii = const und der Tangente (s) der Begren- 
zung, resp. ihrer Normale (v) auf: 

sin (s, n) = ■+■ cos (v, u) ] 
sin (s, v) = — cos (v, v) } 

wobei (su) den Winkel bedeutet, den der Rand mit der ^e-Kurve 
= V const einschliesst und (sv) denjenigen mit m = const. 

c) Hat ein Flächenpunkt die rechtwinkligen Koordinaten |, rj, g, 
so besitzt der unmittelbar benachbarte in der Richtung der Contour- 
Normale folgende Koordinaten: 



^ + lö^^ + W-öVJ^^- 



so heisst der Winkel zwischen der Normale (v) und irgend einer 
(0) der Koordinatenachsen S, i?, 5 : 

d^ du d^ dv 

f ^s bu bv "^ öy bv 

cos (r, <D) = 



Der Nenner ist dabei gleich der Einheit, wegen: 

'(fr+(^)"+(tr=i. 

wo die einzelnen Glieder die Cosinuse der Contour-Normale sind 
bezüglich der Achsen 5, % t. 
Und da: 

cos(.,0)=^^. 

ist, haben wir als direkte Beziehungen zwischen der Contour-Nor- 
male (v) resp. der Tangente (5) und der i;-Kurve = xh const : 
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cos (v, v) = 



F^ + G^ 

ÖV ÖV 



H 



(9.); 



8« 

ÖS 



sin (s,i') = — =r- (9d) 



Vö 



und ganz analog für die w-Kurve = v const: 



cos (y, ii) = 



F^ + E^'* 



dl 



0/ 



Vß 



(9.); 



sin (s, m) = 



H 



9y 
ds 



^E 



(9d) 



5. Die Reduktion eines Fläclienintegrales mittelst der ebeo 
abgeleiteten Formeln bewerkstelligen wir in der Weise, dass wir 
die Integration untenstehender Doppelintegralen teilweise ausführen 

und für die Integranden -q- resp. -g- , die dann zum Vorschein 

kommen, die entsprechenden Werte aus den eben gefundenen 



Fig. 5. 




Relationen (Gleichungen: 9d und 9^ resp. 9d und 9.) entnehmen, 
wobei wir auf die Gleichungen (9^ und %) und zugleich darauf 
achten, dass infolge der getroffenen Annahmen das Kurvenintegral 
entgegengesetztes Vorzeichen hat, wie das Flächenintegral, wenn 
die Integration im gleichen Sinne in Bezug auf di^ t( -Kurve = 
V const erstreckt wird (siehe Fig. 5). 
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Also wie folgt: 



(Ö) («) (8) 

■ ff^-^ävdu = +fsi^ds = -^Sl{F^ + G^}idJ (9„) 

(<y) (») (8) 

£1 ist dabei irgend eine auf der Fläche (<j) samt ihren ersten Deri- 
vierten überall eindeutige^ stetige Funktion von w, v. 

Die Integrationen bei den Doppelintegralen sind auf die ganze 
Fläche (ö) erstreckt und die in Bezug auf die Integranden 

-^ resp. -g— vollzogenen Integrationen über die Begrenzung (s) 

jener Fläche genommen, allemal in positivem Sinn. 

Erfolgt der Umlauf des Integrationsweges in Bezug auf die 
Normale («) iii dem gleichen Sinne, der für das Koordi- 
natensystem als positiver Drehungssinn festgestellt wurde, 
dann ist der Integrationssinn positiv. 



Zweiter Abschnitt. 



IL Entwickelang der Hülfssätze. 

6. Beziehung der Gaussischen FundamentalgrSssen zu den 
Differeniialparameiern. Im Folgenden will ich diejenigen flächentheo- 
retischen Sätze, in welche Herr Beltrami *) die Ausdrücke der Diflfe* 
rentialparameter eingeführt hat, entwickeln, damit wir die Formeln, 
von denen wir Gebrauch machen, nicht vorauszusetzen brauchen.*) 

Es sollen die von Gauss formulierten Bestandteile der Koeffi- 
cienten des Bogenelementes noch bezüglich der Normale (w) er- 
weitert werden, wobei die rechtwinkligen Koordinaten |, rj, g eines 
Punktes der Fläche ebenso eindeutige Funktionen der Normale (n) 



*) Durch eine wesentliche Aenderung der Bezeichnungen will ich den 
Zusammenhang zwischen unseren Entwickelungen und den durch Herrn Beltrami 
abgeleiteten ersten Derivierten der Flächenpotentiale nicht erschweren. 



« I 



] (10a) 
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seien, wie nach früherer Annahme der Parameter (m, v). Wir können 
die Normalen als die Elemente eines dritten Kurvensystems, dessen 
Parameter auf der Fläche Null ist, ansehen. Für die Aenderungen, 
bezogen auf die Normale, treffen wir dann einfachere Ausdrücke. 
Bedeuten rfg, dtj, d^ die totalen Aenderungen der |-, iy-, g-Koordi- 
naten, jetzt in Bezug auf Uy v und noch n, so haben wir: 

^'d^ + fl'dv + i'di = {^''+v''+t''}du+{i'l-hv\+tX}dv] 

= Edu-\-Fdv 

_— fit fik 

indem das Glied ^-^-^dn auf Grund der Gleichung (5) ver- 
schwindet. 

Aus der Darstellung ist ersichtlich, dass die oberen Indices 
sich auf die Derivierte nach u und die untern auf eine nach dem 
Parameter v genommene beziehen. Bilden wir die zu (10) analog 
konstruierte Gleichung in Bezug auf v, Sie heisst : 

l^,dl^ + %dri + ldi = Fdu + Odv. (10,) 

Eliminiert man dann Fdv resp. Fdu, so erhält man für die 
totale Aenderung: 

du== ^^\^, [oV^'di+n'dri-{^t;di'\-FVid^+n.dv+l^^^ 

und einen analogen Ausdruck für dv. 

Der Ausdruck für die totale Aenderung dn entsteht, indem 
man d^, drjj dt successive mit dem entsprechenden Richtungscosinus 
der Normale multipliziert. Dieser reduziert sieh wegen der Bedin- 
gungsgleichung (5) auf: 

dn^ad^ + ßdri + yd^, (Uc) 

Wir führen die symbolischen Bezeichnungen allgemein ein: 

^^^ff^^- = M^ (120 



H 

für irgend eine Funktion g), von der wir festsetzen, dass sie samt 
ihren ersten Derivierten eine stetige Funktion in |, ly, g =/(w, v, n) 
sei, 80 dass: , 
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(wo. die Summation der rechten Seite der Gleichung zu erstrecken 
ist auf die Glieder, die in Bezug auf v, n analog gebildet sind.) 
Aus demselben Grunde besteht folgende Gleichheit: 

Setzt man für du, dv, dn die vorhin gefundenen Werte (lla-c) 
in ihrer symbolischen Bezeichnung (12a,b) ein, so erscheint die totale 
Aenderung der Hülfsfunktion q) in den symbolischen Verbindungen 
der Gaussischen Fundamentalgrössen : 

Daraus ergeben sich die partiellen Aenderungen nach |, i^, g un- 
mittelbar. 

Vertauscht man im Sinne der Gleichung (13) die Rolle der 
Funktionen |, tj, g und tp, so giebt die Addition der drei partiellen 
Ausdrücke : 

d(p d(p dcp 

W' "W "äs' 

jede multipliziert mit der analogen Derivierten einer neu einzu- 
führenden Grösse x< die eiqe gleichbeschaffene Funktion von |, tj, g 
sei wie (p, folgendes: 

^ öS d^- H t^"^ du d^^^v^ d„ Q^] I 

~^ dn^ dn ÖS 1 

und da % ^^^^ Funktion von den Funktionen u, v, n ist, können wir 
schreiben : 

Wir werden von dem letzteren Diflferentialausdruck öfters 
Gebrauch machen, daher schreiben wir ihn in entwickelter Form an : 

d(p dx _ öqp / Ö3; ^ ö;i; , ^3x\ . /.^x 



J « • 
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Führen wir dann nach der Bezeichnung von Herrn Beltrami *) 
das Symbol: 

A (% %) 

für den ersten Teil des rechtsstehenden Ausdruckes in (15') ein, 
d. h. setzen wir: 

^{M^X+N^h) = M<P,'x), (17) 

so haben wir die Gaussischen Grössen in Form eines Diflferential- 
parameters, wie folgt: 

2^%-M9,i> + '^^- (15') 

Aus dieser Gleichung können wir uns eine wichtige Hülfs- 
formel verschaflfen, indem wir an Stelle von (p der Reihe nach 
I, ly, £ setzen und beachten, dass letztere Funktionen von einander 
unabhängig sind, also die Derivierten der einen, genommen nach 
der andern verschwindet. So spaltet sich der Ausdruck (15') in 
drei reduzierte Formeln, für die wir allgemein schreiben: 

^=z/,(z,Ä) + ^|j, (15,,,3) 

wo S und A gleichzeitig für g, a resp. für iy, (J oder für g, y stehen. 
Entwickeln wir die linke Seite der eben eingeführten Definitions- 
gleichung (17), welche im Sinne der durch die Ausdrücke (12., 12b) 
festgesetzten Bezeichnungen schon abgekürzt ist, so bekommen wir 
für den Differentialparameter J^ (g), %) den äquivalenten Ausdruck 
in den Gaussischen Grössen: 

., X ^ du du -^{du dv^ dv öur-^ dv dv ,,„v 
^iX'P^X)= jp (17.) 

Dieser Ausdruck ist der Beltramische sog. Zwischenparameter 
von zwei Funktionen : (p {u, v) und % (u, v) der Gaussischen krumm- 
linigen Koordinaten. In den Definitionsgleichungen (12., 12b und 17) 
für diesen Differentialparameter kommen die Funktionen |, rjy £ gar 
nicht vor; somit ist der Differentialparameter bezüglich der nach 
den Parametern genommenen Derivierten seiner Argumente (qp, x)^ 

*) Vergl. Beltrami's unter (1) cit. Abh. [p. 50 (1)]. 
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von der Wahl des Koordinatensystems (|, fi, g) unabhängig. Sind 
dann die beiden Funktionen 9 und % einander gleich, so reduziert 
sich der Zwischenparameter auf einen von der P*®^ Ordnung: 

^1 9> = 52 (18) 

Schliesslich dienen die Gleichungen (12» und 12^) für die Her- 
stellung des Diflferentialparameters II*®'' Ordnung, indem eine nach 
u, resp. nach v vorgenommene Differentiation und Addition der 
beiden Gleichungen das fi'-fache von dem Ausdruck liefert, welchen 
man mit dem Symbol ^2 ^ bezeichnet, sodass : 

zl,q, = -^ {(Ü/J + (N^),} (19) 

und in entwickelter Form: 

. i { d r du dv\ , d (^~dv du\\ ..^. 



7. Das Prinzip der Green'schen Sätze mit Hülfe von Differential- 
Parametern dargestellt. Es sei das Doppelintegral*) vorgelegt: 

n -= fjV A (9>» X) fi dudv (2Ö) 

• ^ 

Die Integration ist über das Gebiet auszudehnen, welches ein 
durch die Kurve (s) begrenzter Teil einer gewissen Fläche Sl bildet. 

In dem betrachteten Gebiet seien die Funktionen : f^, x, (p ein- 
deutig, endlich und stetig samt ihren ersten Diflferentialquotienten 
und von der Funktion €p noch auch die zweiten endlich und inte- 
grabel. 

In den Gleichungen (9a und 9«) besitzen wir bereits Reduk- 
tionsformeln für das Flächenintegral, in denen die Gaussischen 
Grössen enthalten sind. Daher führen wir das vorgelegte Integral 
mittelst der Definitionsgleichung für den Diflferentialparameter (17) 
in die Gaussischen Grössen über: 



n = f/ii (M^ X + Ng, %) diidv. (20') 



') Vergl. Beltrami, ibid. [p. 51-52]. 
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Fasst man jede der Integranden (20') als einen Bestandteil 
folgender Differentiationen auf : 

nnd macht man bezüglich der so auftretenden Glieder von den 
Gleichungen (19) und (17) Gebrauch, dann geht das Integral (20') 
über in: 



n= ff[{iiM^xy+(iiN^x\]dudv 

— J [f* ^2 9> + -^1 iVr f*)] Z ^ö 



(2o;.v> 



worin der Beltramische Differentialparameter 11'®^ Ordnung von 
der Funktion (p im Zusammenhang mit den Gaussischen 
Fundamentalgrössen auftritt. In dem ersten Teile vorstehen- 
den Ausdruckes (207) erkennen wir das Doppelintegral, welches 
wir durch eine partielle Integration, analog wie vorhin (Gleichungen 
9,1 u. 9a) in ein Kurvenintegral umwandeln können. 

Die citierten Gleichungen liefern folgendes Resultat, indem 
wir die Werte für J/Jp und N^ (aus 12, und 12b) einsetzen: 



fflili M^ x)' + (f* N^ Xll diidv 

(8) 



(207) 



(207') 



Somit ist: 

n 



Hdudv 



jj /* ^1 (9>i X) 
= - J{^ J,(p + J, {% y)) X do -Jft X ^ ds (20'") 

\o) («) 
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Anhang zum I. und II. Abschnitt. 



Tabelle for die wichtigsten Hfil&farmeln. 



dE 
ÖG 



9 ^^^\ 



=2^ 
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^1 dt 
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de 



du* de 
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dF 



d*| dl 
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dlöl 
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n€ 



de du dn 
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2 dV 







fjir « j, 1? 



-^i'f-Z> = '> 



-ü/ö = HdndK 



a 



} f ^1 5^r_ 
H \<^ de 



ß-ü 



H \ dr de 



y -- 



^ hl 'di 












H \ 'ypf oe 






-7^ dg) 

Oe Orfi 

h^ dx 
dßi dtk 



ft 



ri^ 






&i 



^z\ 

-:?;» 



{^) 



('S) 



i-0 






I-V 
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> ß 
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-^{M^X+N^Z,}-=A(<P,X) (17) 

^1 (9. Z) = ;^5 (1 7.) 

^1 9> = ' jP (18) 

z/, 9 = -1 {{M^y + (AT^),} (19) 

. 1 r ö Z*' ÖM dv\ , d (-^ do du\\ .^a\ 



n = ii (i J^ (cp, x) H diidv 

= — J {f* ^2 9> + ^1 (9>» f*)} Xd(S —j^Z-g^ ds. (20'") 



(<y) («) 



(A.) 

Dritter Abschnitt. 



III. Entwickeluüg der allgemeinsten Formel für die zweiten 
Derivierten des Potentials einer einfachen Schicht. 

8. Die funktionentheoretischen Bedingungen für die zweiten Deri- 
vierten des F-Potentials seien im Folgenden festgesetzt, obwohl es 
möglich *) ist, die Schlüsse unter allgemeineren **) Voraussetzungen 
zu machen : 



*) Lipschitz'sche Bedingungen für die Integrabilität der Differential- 
ausdrücke. 

**) A. Liapounoff: Sur certaines questions se rattachaÄt au probleme de 
Dirichlet. (Gompte rendu 125, pag. 808—810 [1897]). Der Verfasser stellt einen 
Satz für die Stetigkeit der normalen Derivierten (derivee normale) des Flächen- 
potentials auf. 
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« 

Die Dichtigkeitöfunktion h soll auf der Fläche samt ihren 
ersten Den vierten eindeutig, stetig und mit ihren zweiten Deri- 
vierten endlich und integrabel sein. 

Wir betrachten diese Bedingungen von vornherein als erfüllt ; 
sie sind hinreichend dafür, dass die zweiten Derivierten 
des Potentials einer einfachen Schicht eindeutig und 
stetig seien auch dann, wenn der variable Punkt {xyz) in die 
unmittelbare Nähe der Fläche herantritt. 

Es haben also infolge der Voraussetzung von der Funktion /* 
die ersten und zweiten Derivierten, genommen nach den Gauss- 
schen krummlinigen Koordinaten, eine bestimmte Bedeutung. 

Soll dann für einen gewissen Teil der Untersuchung die Deri- 
vierte von h auch in Bezug der Normale (w) eine Existenz haben, 

* 

so muss es eine Funktion geben, die ausserhalb, aber bis in die 
unmittelbarste Nähe der Fläche heran so beschaffen ist, wie die 
Dichtigkeitsfunktion h auf der Fläche selbst. Dann reduziert sich 
jene Funktion für die Fläche auf die Werte von h und es lässt 

sich die Derivierte -rr- bilden. 

on 

9. aa) Differentiation des Ausdruckes für die erste Derivierte 
nacli der .^-Koordinate des variablen Punl(tes. Wir knüpfen unsere 
Untersuchungen an folgende Formel*) an: 



ai ds 



+/* 



(n) 



dv r 

Wir richten unser Augenmerk vor allem auf die Beschaffen- 
heit der unter dem Integralzeichen stehenden Funktionen, resp. ihr 
Verhalten gegenüber dem Punkte (xyz), nach welchem wir die 
Derivierten bilden wollen. Dabei bedienen wir uns des in den 
potential-theoretischen Untersuchungen üblichen Kunstgriffs und 
führen die Differentiation bezüglich derjenigen Funktionen, die von 
dem Aufpunkte (der variable Punkt) in der Verbindung : (x — 1)^ + 
(y — ^)^ + (2^ -7 5)^ = *'^ abhängen, nach dem Integrationspunkte (§ rj g) 

aus. Es ist nämlich: 

d . d . 

*) Siehe Beltrami, ibid. (Formel 4). 
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wenn t dieselbe Bedeutung hat wie in Art. 1. Führen wir ^ 
an Stelle von — (in II) ein, so haben wir als Ausgangsformel: 



^^J{hJa + A(h,mi>dif-Jha^d0 j 



+ 



X 



h-^i>ds J 



m 



Wir nehmen die Differentiation an den drei Bestandteilen, die 
den Charakter verschiedener Art von Potentialen zeigen, der 
Reihe nach vor und bezeichnen sie nach der Differentiation mit 

I , I resp. mit | , um zugleich anzudeuten, dass sie aus dem 

Vx Wx Rx 

Potential einer einfachen-, einer Doppelfläche, resp. des Bandes 
entwickelt worden sind. 

Die Dichtigkeitsfunktion, welche durch den Klammerausdruck 
repräsentiert ist (im ersten Integral der Formel 11«), soll der Vor- 
aussetzung nach Funktion der Fläche sein; | ist die Koordinate 
eines Flächenpunktes und « als ein Richtungscosinus der Normale 
ist allein durch die Fläche bedingt. Folglich sind ausser ^ alle 
Funktionen von dem variablen Punkt {xyz) völlig unabhängig 
und also in der nach x, resp. y^ z vorzunehmenden Differentiation 
als Konstante zu behandeln. Somit kann der zu derivierende Aus- 
druck gänzlich in Funktionen der Fläche dargestellt werden: 



ij=. J{fe j^ l + j^ (/,, g)} ^^dö 

Vx 

= -J{fe ^3 I + Z/, (/?,!)} Udo 



(21a) 



Wenden wir die früher entwickelte Gleichung (IS^) auf letz- 
teres Integral an, indem wir ein für allemal % = '^ setzen und also 
der Funktion tf' die Eigenschaft beilegen, dass sie samt ihren 
ersten Ableitungen stetige Funktion der u, t;, n^ resp. |, iy, £ sei. 
Somit zerfällt das Integral in zwei Teile: 



J= - J[{Ä ^2 S + ^1 Qh €)} • ^, (*, S)] d6 

Vx 1 

- J[{/j ^2 1 + ^1 Qi, g)} . a If] dö 



(21«)' 



,2 
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Für das erste Integral (21«)^ machen wir von der Reduktions- 
formel (20'") Gebrauch, worin das Green'sche Prinzip dargelegt 
wurde. Wenden wir die Formel bezüglich der ersten Derivierten 
der Funktionen ^, S an, so ist jene ohne weitere Untersuchung 
gültig, wenn die ersten Derivierten dieser Funktionen stetig und 
die zweiten der | endlich und integrabel sind. Das als Faktor 
auftretende Aggregat der Dichtigkeitsfunktion, also die zweiten 
Derivierten von | und die ersten der Dichtigkeitsfunktion h selbst, 
soll dabei stetig sein. Es sind zu ersetzen in (20'"): 

(i durch {h } 

9 n 



Infolge der (in Art. 2) festgestellten Flächenbedingungen sind 
' für E, F, G die zweiten, d. h. von S noch die dritten Derivierten 
endlich, integrabel angenommen, und also die Funktionen, für welche 
hier die Reduktionsformel gelten soll, tieilweise noch höheren An- 
forderungen genügen, als für diese Operationen verlangt sind. Das 

Integral I erhält dann die Form: 



\2iay 



J=j[{h ^2 i + A Qi, g)} A g -+ A {{h A I + A (h, g)), l}] tl^ döj 
4-J{/i ^2 i + ^, Oh ?)} ||- 1 ds. 

{8) 

Somit lautet der erste BestandteilM IderEntwickelungfür-ö-r- 
J=J*z/2 ? {/i"^2 1 + ^i (]h I)) ^ dö +jj, {(/i JJ + ^J, (7i, I)), ^]tdö 
-Ja . {Ä z/ J + 4 (h, g)} Ij da \(2U) 



Vx 



Betrachten wir etwas näher die Bedeutung der symbolischen 
Operationen, um uns dann aus dem Schlussresultat Rechenschaft 
geben zu können, inwiefern es zweckmässig war, die in Art. 2 
angenommenen Flächenbedingungen aufzustellen. 
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Aus der Definitionsgleichung (19«) geht hervor, dass der 
Differentialparameter J^^ ^^® zweiten Derivierten der Funktion g 
enthält, und auf Grund der bekannten Relation: 

dH dH _ \du dv) 1 ^ \\du)) a»i dl .^^. 

die sieh durch Differentiation nach v aus dem einen Bestandteile 
-K-|- • -ö^ der Ableitung ^— ergiebt, lässt das Glied : 



^öH^öH (oiy(di\ 

^ du^ dv^ ' \du) \dv) 



welches in dem Produkt ^3 1 • z/g | zum Vorschein kommt, schon 
das Auftreten der dritten Ableitungen von | zu. 
Die Entwickelung des Ausdruckes: 

z/, {{h ^,J + J, (h, I)), 1} (23) 

weist die dritten Ableitungen von |, d. h. die zweiten der Funda- 
mental grossen E, F, G notwendig auf. Sie involviert nämlich 
folgende Operationen: 

= d, {h ^, 1, 1} + zr, {.J, Qi, J), 1} (23') 

^h'^, i^J, S, I) + d, g . ^, (h, £) + z/, Id, (//, I), ?}. (23") 

Das Glied z/^ {h J^ S» S} ist nach dem Satze der Differentiation 
eines Produkts (zufolge der Gleichung 17») in zwei Summanden ge- 
spalten, wie es aus der Gleichung (23") hervorgeht. Betrachtet 
man die Ausdrücke: 



J,({ ),|) und (z/^l,?), 



welche nach den Definitionsgleichungen (17,) und (19,) die Grössen 
E, Ff G, resp. ihre ersten Derivierten enthalten, wieder als Argu- 
mente des Symbols ^1, so treten die ersten, resp. zweiten Deri- 
vierten der Fundamentalgrössen auf, da das Symbol z/j betreffend 
seiner Argumente eine nach u und v vorzunehmende Differentiation 
bedeutet. 

Nach diesen Erörterungen über die Bedeutung der zum- Vor- 
schein gebrachten Funktionen führen wir unsere Entwickelung 
weiter. 



k 
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In dem zweiten Bestandteile des vorgelegten Ausdruckes 
(IIa) für -ß— ist die Dichtigkeitsfunktion von der Form : 

ha. 

Wir wollen sie als das Moment einer Doppelbelegung auf- 
fassen und schreiben ihr die Bedingungen vor, denen ein Moment 
Genüge leisten soll, wenn man bezüglich der Doppelfläche noch 
die ersten Derivierten des Potentials bilden will. Die Dichtigkeits- 
funktion ha soll also das Produkt aus der Flächendichte in eine 
Vektorgrösse repräsentieren und zwar in eine unendlich kleine 
Strecke (Sn), welche die Entfernung der beiden Seiten der Fläche 
in der Richtung der Normale misst. Dadurch will gesagt sein, 
dass ha in gleicherweise diflferentiierbar sein soll, wie das Moment 
h' dn, welches wir kurzweg mit g bezeichnen wollen. Und das 
thut es in der That, da a, als der Richtungscosinus der Normale, 
vermittelst der Normale ebenso Funktion der Fläche ist, also der 
Parameter (m, r), wie dn selbst. 

Um an dieses Verhalten der Dichtigkeitsfunktion ha zu er- 
innern, legen wir ihr die Bezeichnung eines Momentes bei. Wir 
wollen für die Zwecke der Umformungen 

setzen. 

Diese Art Dichtigkeitsfunktion g^ ist von dem variablen Punkt 
(x y z) ebenfalls unabhängig, somit gestaltet sich die Differentiation 
des Gliedes: ^ ^ 

-jÄa|Jd0, (in II.) 

welches den zweiten Bestandteil für die Entwickelung von -^-2- 



liefert, folgendermassen : 



dö 



ox dn 

C ( ö»t/» , , ö»i/> , flä^ > ,^ ,„, >, 
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Zur Umfoiniung der gewonnenen Derivierten (in 21(i) nehmen 
wir an, dass ausserhalb der Fläche eine Funktion existiert, die so 
beschaffen ist (vergl. Art. 8), dass sie auf der Fläche die Werte von g^ 
annimmt. Dann hat die Derivierte einer solchen Funktion, genommen 
nach dem Äufpunkte und infolge der Verbindung ^ [x — |)' = r' 
nach dem Integrationspunkte £ ebenfalls eine Bedeutung auch für 
den Wert von g^. 

Wir sind umsomehr berechtigt, von einer solchen hypotheti- 
schen Funktion im Laufe" der Umformungen Gebrauch zu machen, 
als dadurch das Schlussresultat nicht beeinträchtigt wird, da sich 
die Derivierten der Dichtigkeitsfunktion fj^, genommen nach den 
Koordinatenachsen S, tj, £, resp. nach der Normale (n), in der Form : 

schliesslich wegheben. 

Bei dem gemachten Ansatz können wir die Derivierten in der 
Gleichung (21^) als Bestandteile folgender Differentiation (vergl. 
die Umformung der Gleichung 20') ansehen: 

wo A und S gleichzeitig durch « und I; ^, i? resp. y, £ zu er- 
setzen sind. 

Die Summe der letzten Glieder in den drei analogen Identi- 
täten, die in (25) enthalten sind, liefert: 

Dieses Glied ist also mit dem richtigen Vorzeichen in den 
Integralausdruck (21^) einzuführen, wenn wir für den Integranden 
die linke Seite der Identität (25) setzen, sodass der Ausdruck (21^) 
übergeht in: 



1) / 8»\ 
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Denken wir an Stelle der Klammergrössen in den Derivierten 
(a), (b), (c) je eine einzige Funktion: 

^«n ^ 

ffa^ B \ (26) 

g^ r 

gesetzt, welche samt ihren Derivierten so beschaffen sind, wie das 
Moment g^, so erkennen wir unmittelbar gewisse partikulare Aus- 
drücke der Stokes'schen Formel, und wir können die einzelnen 
Flächenintegrale des Ausdruckes (21^'), welche im Sinn des Stokes- 
sehen Theoremes nur abhängen von der Natur der Begrenzungs- 
kurve, teilweise je auf ein Kurvenintegral reduzieren. 

Erfolgt der Umlauf des Integrationsweges (s) in Bezug auf 
die Flächennormale in dem gleichen Sinn, welcher für das Koordi- 
natensystem als positiver Drehungssinn festgestellt wurde (Art. 4», 5b), 
so besteht die folgende Gleichung mit den Vorzeichen: 

''' ^ \ (27) 

= \Ad^ + Bdri + rdt 

als der bekannte Ausdruck des Stokes'schen Theoremes. 

In dem Integralausdruck (27) bedeuten J, ß, F Funktionen, 
die samt ihren ersten Derivierten auf dem betrachteten Flächen- 
gebiet eindeutig, stetig sind. 

Die Integrationsvariabein d^^ dtj, dg sind die Projektionen eines 
Wegelementes (ds) auf die betreffende Koordinatenachse und : 

ad6 == cos (w I) dö = drj dt 
ßdö =did^ 

ydö ==d^dr] 

stellen die Projektionen des Flächenelementes (do) auf die 

5 iy-Ebene, 



\ 
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u. zw. mit dem positiven Vorzeichen dar, wenn den projizierten 
Kurvenelementen (dg, dri, d^) eine positive Umlaufsrichtung mit- 
geteilt wurde. 

Mittelst dieser Flächenprojektionen lassen sich die Funktionen 
J, B, r ausdrücken, sie liefern die einzelnen Bestandteile zu 'den 
Doppelgliedern des Satzes (27): 



Fig. 6. 




p^« =/(§"- w')^"i 



oca ho 



fB. ,=/{?!, 






oa b CO 



S''HtS,'AW' 



obcao 



(27a..c) 



in einfachster Weise, wenn man die Beziehungen zwischen Begren- 
zung und Flächeninhalt für ein Dreieck betrachtet. (Fig. 6.) 

Aus dem Gleichungssystem (27... c) durch Anwendung der 
Substitutionen (26) ergeben sich die Reduktionsformeln für die 
Flächenintegrale (a), (b), (c) unmittelbar. Wir führen jene Substi- 
tutionen nur betreffend der Integrale (b) und (c) aus, da wir von 
(a) kein Gebrauch machen wollen. Wir erhalten: 



J^-« H ^»^ =/-öy (^a H) y <^ö -J|- (^-a II) « dö 



(«) 



«J) 



io) 



>.lf«=/i(^.li)«''"-jw('.l?)'"'" 



(27/,.;,) 



Setzen wir die so gefundenen Werte für die Ausdrücke (b) 
und (c) in das Integral (21]3) ein, dann erscheinen die auf Linien- 
integrale reduzierten Formen, und die substituierten Flächeninte- 
grale haben den Vorteil über die ursprünglichen Doppelintegrale, 
dass sie in Bezug auf die Koordinaten symmetrisch sind. 

Somit gestaltet sich der Ausdruck für i folgendermassen : 



Wx 
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Wx 



d9a ö« 



de 
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a 



är(«'«dr)}«^'^ 



-/^«(^^''-w'^O 



(21'^) 
i (21/.)^ 



(21,)' 



(«) 



Setzen wir dann der Kürze halber: 



ya^äi = 



(») 



j^ga'^^n^ 



W) 



^Oa'^dl--^ 



X 



Y ■ 



Z ■ 



Sodassj^r^-gl-d»? 



J^„ 



ö?7 



ÖS 



9Z 



9« 



; (28) 



d\=-^=--^ 



9j/ 



«?) 



(8) 



führen wir ferner das Symbol V^ für die Laplace'sche Operation, 
also für die Summe der zweiten Derivierten, genommen nach den 

Koordinatenrichtungen : 

92 a» 02 



9f ^ 9»?* ^ 9g2 

ein, so können wir das mit (21/?)'^ bezeichnete Flächenintegral 
folgendermassen schreiben: 



(21^)' geht über in : — f^r^ « V^ 1/; dö *) 1 



(21/8/,)^ 



*) In einem analogen Glied für die ersten Derivierten des Doppelflächen- 
potentials fehlt der Faktor a bei Hrn. Beltrami (vergl. ibid. p. 55, Formel 6»). 
Doch wird dadurch seine definitive Formel nicht beeinträchtigt, weil er das 
Schlussresultat von dem Attraktionsgesetz nicht unabhängig macht. Infolgedessen 
verschwindet das Glied, an welchem die Laplace'sche Operation angedeutet ist, 
ausser der Fläche überall. 

Im Sinn der Gleichung für die Kraftkomponente X: 

md— dH 



m 
r 



dx 



dx 
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Mit Hülfe der Umformungsgleichungen (15i), (15') [s. Tabelle], 
resp. der Substitutionen (28) gehen in dem Ausdruck für | die 

einzelnen Integrale, nämlich: 



Wx 



J= (21;,) über in: Jz/, (f,„, |)-£dfl+J« 

Wx 



bn du 



da 






(21,)' 



(21/.)' 



— 1 «g^\"^tda 
dY dZ 



de 



% 



(21«.)" 



(21,) 



III 



Wollen wir schliesslich das Flächenintegral: 



■j^iiffa^t)'ccd6 



teilweise auf ein Kurvenintegral reduzieren, so machen wir 
von einer Art Green'schen Umformung (20'") Gebrauch. Diese 
Operation erfordert die Endlichkeit und Integrierbarkeit der 
zweiten Derivierten der Dichtigkeitsfunktion (g^ = — hcc), welche 
Bedingung nach unserer Voraussetzung erfüllt ist. So können wir 
für das vorstehende Flächenintegral setzen: 

J{« ^2 ffa + ^1 (9a^ «)} ^ dö -hja ^^ds, 



sodass der zweite Best 



andteil j I j 

\wx/ 



{») 



unserer Entwickelung für 



dx' 



lautet : 



stellt nämlich der Ausdruck in der Gleichung (21^^)*: 



die Summe der 2*®" Derivierten von einem Potential dar, d. h. die linke Seite 
der Laplace'schen Differentialgleichung, und ist also gleich Null, wenn man von 
dem Attraktionsgesetz nicht abstrahiert. 
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/ J {" '^^ •^« "^ "^^ ^^«' "-^1 ''' ^^ 

Wx 



-/«^-aV^tf. 



ä0 



ö» 



iö 



+ 



J« 



ö^«^ds + -l^- 



dt 



ör_oz 



(2U) 



Wir entwickeln noch den dritten Besta 



ndteil h\ 



für 









Ö'F 



(21.) 
(21,) 



ai 



-J/.a ö^ «* - 



ds 



a^ 9w 



(21 r) 



ab) Randpotentiale. Betrachten wir in allen drei Bestandteilen 
(21i, 21^, 21 r) die Integrale, die sich über eine Kurve erstrecken, 
die also Potentiale von linearer Massenverteilung darstellen. 

Zu diesem Zwecke führen wir zunächst das Glied: 

dT dZ 



dz 



dy 



(in 21^) auf die ursprüngliche Gestalt zurück und formen dann um. 
Wir erhalten für: 



dz C ö^ /f. 

(9) 

(«) («) 



Analoges ergiebt sich für -^' 



(2W) 









* 



f-: 
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Wir finden, dasa im Randglied 1 (Gleichung 21 r) ausschliess- 

Rx 

lieh solche Potentiale auftreten, die sich auf die Begrenzung der 

Fläche beziehen. Die Anwesenheit des Gliedes -^ deutet an, dass 

dieser Rand einer Art Doppelfläche angehört. Von ähnlicher Struk- 
tur ist das zweite Integral von (21jj;^) ; an Stelle von ds tritt aber 
hier als Integrationsvariable seine Projektion auf, d. h. die Massen- 
verteilung ist nicht auf der Begrenzung selbst, sondern auf ihrer 
Projektion zu denken. 

Durch (21i) wird ein Randpotential geliefert, dessen Gestalt 
zeigt, dass die Massenverteilung auf dem Rand einer einfachen 
Fläche sich befindet. 

Ein analoges Glied tritt in (^\b) auf. 

Für eine geschlossene Fläche verschwinden alle diese auf 
lineare Massenverteilung bezogenen Potentiale im Sinn des Stokes- 
sehen Theoremes. 

Wir können nämlich durch eine Kurve (Z) die geschlossene 
Fläche (<5) in zwei Flächenstücke zerlegt denken. Dann ist für 
beide Teile das durch die Stokes'sche Formel ausgedrückte Flächen- 
integral gleich dem Ausdruck, der folgt: 



x^ 



{A cos (ZS) + B cos {Iri) + Fcos (Zg)} dl. (27^) 

Wenn aber die Begrenzung beider Flächenstücke im festge- 
setzten Integrationssinn durchlaufen wird, muss die Umlaufsrich- 
tung von l das eine Mal entgegengesetzt sein, wie das andere Mal, 
sodass die Summe der beiden Teilintegrale Null wird, d. h. das 
ßandintegral verschwindet. 

ac) Die Zusammenstellung der Bestandteile 2b, 2b, 21r. Ordnen 
wir die entstandenen Ausdrücke nach den Doppel- und Linien- 
integralen und zugleich nach der Funktion t^ und ihrer Derivierten 

\dri) ^^^^glic^ ^^^ Normale ; stellen wir dann für g^ die ursprüng- 
liche Gestalt, nämlich — ha wieder her, so lautet der vollständige 
Ausdruck für-g-^-, der alle Möglichkeiten in sich schliesst, 
folgendermassen : 
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de 



9^== J^, I {Ä ^« I + ^1 (Ä, S)} ^ 

+J^, {(h ^*J I + ^, Qi, I)), l) V dö 
— 1 {a ^/j (htt) -+- Ji Qttt, «)} i/) dö *) 

+J{h J, I +. ^^, Qi, S)} If- ^ ds 
8| öi(. 



(nia) 



ds 



♦ 

Wir führen folgende Abkürzungen in den Ausdrücken für die 
Dichtigkeitsfunktion ein, um das Schema der Formel mehr hervor- 
treten zu lassen: 

a z/g (hoc) + z/i (Aa, a) = §^- 



') Das Glied: 



fa^ . fe V2 ^ f?(j, 



wie die vorangegangene Entwickelung zeigt, kommt noch für den Fall hinzu, 
wenn man die Unabhängigkeit von dem Attraktionsgesetz, wonach 
die Laplace'sche Differentialgleichung für einen ausser der anziehenden Fläche 
befindlichen Aufpunkt {xys) den Wert Null hat, entsprechend dem ganzen 
Entwickelungsgang auch in der Darstellung der definitiven Formel 
bewahrt. 
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So heisst die Formel: 









(Illa) 



-j'^'t'^^^ 



dY dz 

ds dy 



b) Die zweiten Derivierten nach den andern Koordinaten des 
variabeln Punktes erhält man durch einfache Buchstabenvertau- 
schung aus der Formel, die wir in Bezug auf die ir-Koordinate 
explicite berechnet haben. 

Für die Derivierte nach der 2/-Koordinate wollen wir demnach 
den Entwickelungsgang nur andeuten, ohne dabei durch die Details 
den Zusammenhang zu unterbrechen: 






Öl/; 



= J{fe ^2 ^ + ^1 % n)} ^ dö -Jhß-^- d0 






(29) 



J= -J{h ^.v + ^i {h, V)} ^i (V-, V) d<S -J{h J,r) + z/, {h, V)}ß^dö 

Vy 

= i{hJii^-\-Ji Qi, ri)) J^t)-^d6 
+ f-^i {(h ^2 ij + ^1 (h, 1?)), ij} V de 



-J {h ^2 V + ^1 Qt, Tj)} -^rpds 
-Jß{hJ,ri + ^,Ohv)}^d0 



*) Siehe Fussnote auf Seite 35. 
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Wy 






Jffß'ß^'^ 



d« 



dn 



da 



+ 



.f^^^*+ 



dz dx 



dx dz 



J= —jh Ji 0/^, v)'-^ds —y 



Mljt*- 



By 



Sodass : 



dt,' 



= \j^ri{hJ2V + ^i (h, v)} ^ d0 
+ p, [(h d^t] + J, Qi, v)), v} ^ äa 
- J{ß z/, Qi^) + J, Qiß, ß)} xp da *) 

-Jß {hJ^n + ^1 {h n)}^da 



(29i>) 



(29r) 



(Hlb) 



+J[{A z/, 1, + ^1 (Ä, ,)H - /i/S IJ - fe (z/, (V-, 1?)}] ^ ds 



dz dX 

"•" dx dz 



') Das Glied: 



Cß^-h\/*xPda 



für den erwähnten Fall kommt noch hinzu. 



^■* , • -^ 



■*%■■ 
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d»V 



-JW ^2 (hr) + ^1 {hr, y)} V- «f« *) 






(IHc) 






i/ids 



+j[{h^2t-hMh,0}^--JiY^-^i{M4>,0}]^ds 



dX dY 
"^ öy dx 



10. Die in ;r und y gemischte Derivierte eines F- Potentials. 

Wir differenzieren die nach x genommene erste Ableitung (11») in 
Bezug auf y : 



diif 



d—— d 

-ef- =J{h ^. -^ + ^1 (h, I)} ^d0-Jha-^dc 



+>« 



öl a* 



rfs 



(30) 



J= - J{'i ^2 1 + ^1 (/», I)} ^1 (^, V) da -jß {h J^ I + z/, (Ä, J} U (iö 



*) Die Anwesenheit des Gliedes: 



J' 



deutet die Unabhängigkeit der Formel von dem Attraktionsgesetz an, entsprechend 
der Entwickelung. 
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r= C{h j^^+di (h, I)} d^ti^do 

Vxy 

-J^ {h J, I + ^, (h, I)} ^* 



ö» 



(20 



(30a) 



J= J 



W«y 



8^a d^ 
drj dn 



do 



-m(^Mh<&^<{^'^hh^ 



im 



= / 



dr, dn 



dö 



J ^ Im (^« "0? ) + w (^« w) 






(*.©) 



d0 



(30;,) 



Die Beduktion der Flächenintegrale ist hier durch Anwendung 
des Stokes' sehen Satzes (27».. c) vorgenommen. 

Führt man noch eine Umwandlung der Doppelintegrale in 
Linienintegrale nach dem Prinzip der Green'schen Theoreme aus 
(20'"), so erhält man: 



+J^i(5'a»^)--gf 



Wxy 



-jßffa^'^ 



dö 



dö 



+Jß-^^d^ + 



dz dx 



dx dz 



Bxy 



(30i,) 



(30/.) 
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Qj TT" /* 

+ J^, {{h J^ I + z/, (Ä, I)), )/},/, dtf 
-J{ß J^ (ha) + z/, (ha, ß)} ^ d0 *) 

-Jß(h^^§ + j^(h,^)}^dC 
—jj^{ha,i])--^da 

+ J{/i J^ I + ^1 (Ä, I)} -gj '/' ds 
fr . ÖS ö« 



(2s 



dz dX 

~^ dx de ' 



-Q-ds 
ov 



(Illab) 



IV. Die Struktur der zweiten Derivierten des F-Potentials 

für den allgemeinsten Fall. 

11. Das Schema für die Form der Derivierten beider Arten Flächen- 
potentiale, welches H. Carl Neumann **) aufgestellt hat, lässt sich in 
den beiden ersten Bestandteilen unserer allgemein geführten Ent- 
wickelung, die sich auf die Differentiation von F-, resp. TF-Poten- 
tialen beziehen, unmittelbar erkennen. Deuten wir die verschie- 
denen Verbindungen der Dichtigkeitsfunktion, welche die Formel 



) Hier kommt das Glied: i a ß 'h\/^ ^ dö hinzu. 
') C. Neumann's unter 2. citierte Abb., Satz 15. 



/■ 
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kompliziert machen, durch das einzige Symbol § an, so können 
wir- die Resultate beider Teile in folgender allgemeinen Form 
darstellen : 

J§ V d0 +J§ IJ dö +J§ ^ ds, (31) 

WO das erste Integral mit der Distanzfunktion i/; für ein F-Potential, 
das zweite mit der Derivierten dieser Funktion nach der Normale 
genommen für ein TT-Potential und das letzte mit irgend einer 
Distanzfunktion für ein Randpotential {R) charakteristisch ist. 

Für eine geschlossene Fläche verschwindet das dritte Integral 
(Art. 9 ab). 

Wollen wir die Randglieder in das Schema hereinziehen, so 
erhalten wir für die zweite Derivierte des F-Potentials folgendes, 
alle Möglichkeiten in sich schliessendes Schema: 






^-v,^+w,^ + K.+K.+KL (32) 



in 



^u +W, +B,. (32)' 

In dem System (32) bedeutet O die Differentiation nach irgend 
einer Koordinate des variablen Punktes (xyz). 

Durch die Indices h soll angedeutet werden, dass die zweiten 
Derivierten des F-Potentials sich stets in einer Foim darstellen 
lassen, in der die Dichtigkeitsfunktion so beschaffen auftritt, wie 
das für eine einfache Fläche charakteristisch ist. 

Die Indices v, ^Vy r beziehen sich auf die Abstammung aus den 
dreierlei Arten Potentiale. 

Schliesslich sollen die obern Indices an den Randgliedern 
zeigen, dass das Linienpotential (B) bezüglich der Distanzfunktion 
so gebildet ist, wie ein F-, TF-, resp. B-Potential. 
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(B.) 

Vierter Abschnitt. 



V. Bestinmiung der allgemeinsten Fonnel for die zweiten 
Derivierten des Potentials einer Doppelfläohe. 

12. Funktionentheoretische Voraussetzungen über die Beschaffen- 
heit der Dichtigl(eitsfunl(tion g. Damit die zweiten Derivierten 
des Potentials für eine Doppelfläche auch dann noch eindeutig, 
stetig seien, wenn der variable Punkt in der unmittelbaren Nähe der 
Fläche sich befindet, wollen wir die folgende Festsetzung treffen: 

Die Dichtigkeitsfunktion g oder das Moment soll eine Funktion 
der Fläche repräsentieren, die so beschaffen ist, dass sie samt ihren 
ersten und zweiten Ableitungen auf der Fläche eindeutig, stetig ist, 
und ihre dritten Ableitungen noch endlich und integrabel sind. 

13. Explicite Herstellung der vollständigen Ausdrücke für die 
zweiten Derivierten eines ^-Potentials, a) Wir knüpfen unsere 
weiteren Betrachtungen an die Formel (21j?) an. Diese ergab sich 
nämlich im Laufe der vorangegangenen Entwickelungen für die 
zweiten Derivierten des Potentials einer einfachen Schicht als die 
erste Derivierte des Potentials einer Doppelfläche. Wir diffe- 
renziieren den genannten Ausdruck nach der rc-Koordinate des 
variablen Punktes und schreiben also: 






= J {« ^2 9+^1 (Sf^ «)} öl ^<^ 



dn 



+ 



+ 



dg diif 



dv 






dz dx dy dx 



(33) 



wobei an Stelle der früher mit g^ bezeichneten Dichtigkeitsfunktion 
g gesetzt wurde, mit den eben festgesetzten Eigenschaften. Wir 



^ 
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bezeichnen in der Differentiation die einzelnen Bestandteile, d. h. 
die F-, TT-, B-Potentiale des vorgelegten Ausdruckes successive mit 

|{, ll resp. {1. So erhalten wir für den ersten Bestandteil 



resp 

Vx Wx Bx 

zunächst folgendes: 



JJ= - J{« ^2 Ä' + ^1 {g. «)} % cu 

Vx 



(33.)'' 



Das erste Integral (33.)' vorstehenden Ausdruckes geht über in: 



-Ua d^g-^A^ {g, a)} zl, (i/., §) da 
-Ja {«^2 9 + ^i iß, «)} -gj dö. 



(33.y'" 



Weiter gestaltet sich das Integral, bezeichnet mit (33»)' folgender- 
massen : 

\ji'§{aJ^g + Ai {g, a)} xf) dß 

Jji {(« dig + ^i {g, «)), ^} V- da 



+ 



{« ^2 Ä' + ^1 (ä'» «)} öiT ^ ^^' 



sodass wir für den ersten Bestandteil des Ausdruckes 
Resultat haben: 

Jü ^ S"^^ ^aJ^g + J^ {g, a))xi>d6 



a«TF 



das 



Vx 



Jz/j {(« J^g + ^, (g, «)], j} i/; dö 



dn 



—ja {aJ^g + J^ (g, «)} 

+ J{« ^2 9 + ^i (ßf «)} äf ^ ^-'• 



(33i) 



Für den zweiten Bestandteil ergiebt sich folgende Ent- 
elung: 



'.(.,,I)-It^,-^^S) 



(33.) 
(33.) 



(33,)'- 



Der mittlere Integralauadruck des eben angeschriebenen Äggre- 
i (33j))''''° lässt sich folgenderweise ausführen; 



■dt{ffj)-'^^^dß 



L 8£ 'ÖS^ Ö, 'Ö-,^ Ö£ ■öd""-) 



Fonnen wir noch die Glieder (33^)' und (33^^)' in schon be- 
elter Weise um, so nimmt der Ausdruck für 1 1 folgende 



-J«J,{(4,(l,,l)),V.j<i« 



a, a, 



(33.)' 
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Dabei ist bezüglich des Integralausdruckes i^'^ßf von den 
unter (28) eingeführten Substitutionen in der Art Gebrauch ge- 
macht, dass an Stelle von g^ jetzt ^^ {g, |) gesetzt wurde. *) 

Die Green'sche Art Umwandlung des Flächenintegrals, die wir 
an dem Glied (SS^s)" vornehmen wollen, erfordert die Endlichkeit 
und Integrabilität der dritten Derivierten von g und der Funktion §, 
welche Bedingung der gemachten Voraussetzung nach (Art. 2 u. 12) 
erfüllt ist. 

Mithin geht das System (SS/^y-^^ über in: 



jj= j^,j(..(.„i)).i)ij4. 

Wx 



+J[{« z/, (j, {g, €)) + ^1 {(^, {g, I)), «)] ^ da 

,C Q { A (ff, I)} 



■4>ds 



+ 



Ja J^ {g, I) -V^yi^dü 



dz 



dy 



(33i,) 



Für den dritten Bestandteil liefert die Ausführung der 
Differentiation folgendes: 



Ex 



—Ja J, (V^, §) • |j ds 

— r«2 ^^ ^^ .i. 



(33r) 



Ordnen wir jetzt die eben hergestellten Bestandteile {3dA,B,r) 
unserer Entwickelung (B), so ergiebt sich, für die zweite Derivierte 
des Potentials einer Doppelfläche genommen nach x^, der vollständige 
Ausdruck : 



*) Darauf bezieht sich die als Index an den beiden letzten Ausdrücken 
angesetzte J^. 
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~5i^ = j^t^i^^tSI + ^i (j7. «)} ^ d^ 
J ^1 {(« ^» </ + ^1 (5'. «)), 4 V- da 



+ J[« ^« (^1 (ä». *')) + ^1 {(^, (^, *)), «)] '/' d« *) 

—Ja {aJ^g + ^/, (5-, «)} -gj <itf 



(IVa) 



+ ff« ^« «7 + ^t (ä'. «)} -gl 'Z' <fe 






—Ja z/, (./,, I) . I 



V 






Qzdx dydx ' ö^ dy 

Nehmen wir die analogen Abkürzungen vor, wie für den Aus- 
druck (in^). Setzen wir also: 

a A^ [j, {g, '§)} + J, {(^, (g, ^)), «} = ©^ 
Somit lautet die Formel für: 



*) Wie die vorangegangene Entwickelung zeigt, lauten hier die Glieder von 
der Laplace'schen Operation: 

—Ja J^ {g, I) . V» »A de +Ja g^^*^\> d<S. 
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d'W 



+ "5r~s s — ^^ — I s 



dedx dydx ds dy 



Jz/, {(ß z/g ^ + ^1 (^, ^)), ,} ^ d<J 



+ 



+ 






(IVb) 



+ J{ß ^2 ^ + ^1 (5', ^)} ^>i>ds 



'^^ds 



Ö'Z 8'X QZj, axj, 

öj/öx ayö«"^ dx ~ dz 



'Us 



*) Vergl. Anm. p. 46. 
**) Die Glieder von der Laplace'schen Operation lauten hier: 

-J^ z/i {g, r,).V'xP da + Jj3 ^ -^ V* t^ de. 



.•^y:.'n*i 






. .•.^ 
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14. Der gemischte Differentialquotient des Potentials einer Doppel- 
fläche, genommen nach dera?-undy-Koordinate des variablen Punktes. 






Ml- 



■ j" ■ 



^'^' 






Sf^'^ 



ö 






= — J i« ^2ff + ^l (9i «)} 



Ö17 



c2a 



/• 



-j-'.c^.e-feS''" 



^9 ^ I j 



+ 






ö^ Ö.y öj^^ 



(34) 



''.'*- 






Führen wir die angedeuteten Differentiationen mit den bis 
jetzt gebrauchten Kunstgriffen aus, und wenden zur Reduktion der 
Flächenintegrale die Stokes'schen und Green'schen Theoreme an, 
so ergiebt sich als definitive Formel: 



dxdy 



= J ^2 ^ {« -^2 Ä' + ^1 iffy «)} ^ d^ 

+ \ ^1 1(« ^2 5^ + ^1 (S^ «)), v] ^ d^ 

+J[ß z/,(^, {g, §)) + J, {[j, {g, .^)), /J)] ^l> dö *) 






d6 



(IVab) 



t'V: 






Die Glieder von der Laplace'schen Operation lauten hier: 




\ 
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Q^ds (zu IVab) 



dv 



ds 



8«r d'z azj. öZj 



9^ öa; Öj/« ^ öic Öe 

Ö*W 9*TF 

Ganz analog lassen sich die Derivierten -q— q- und -3—0— bilden. 

Bevor wir auf die Schlussbetrachtungen des zweiten Haupt- 
teiles dieser Abhandlung eingehen, wollen wir noch zusammen- 
stellen, wie die Dichtigkeitsfunktionen in den Ausdrücken, welche 
wir der Kürze halber mit X, F, Z resp. X^ , F^ , Z^ bezeichnet 
haben, zu permutieren waren, je nachdem wir die zweiten Ableitun- 
gen des F- resp. TT-Potentials nach x% y^ oder xy gebildet haben. 

In den Substitutionsgleichungen (28) [S. 31] findet sich die 
Bedeutung der genannten Abkürzungen für die zweite Derivierte 
des F-Potentials, genommen nach x^^ woraus sich diejenigen in 
Bezug auf die Koordinaten y^ und xy ergaben. Die hier auftreten- 
den Faktoren hiessen: 

g^=—ha, g^= — hß, resp. g^=^ha, 

welche für die entsprechenden Derivierten des TT-Potentials succes- 
sive durch: 

^1 (ff, I)» ^1 {gi V)y resp. z^j {g, |) 

zu ersetzen waren, wie dies aus den bezüglichen Entwickelungen 
hervorgeht. 

VI. Die Struktur der zweiten Derivierten des TF-Potentials 

für den allgemeinsten Fall. 

15. Bezeichnen wir mit © die für eine Doppelfläche charak- 
teristisch beschaffene Dichtigkeitsfunktion (Moment), so ist die 
schematische Form für die zweiten Derivierten die folgende: 

f@xkdö+ r© ll dö + f®xl> ds. (35) 

4 



>r 






— So- 
lu welcher Weise die einzelnen Glieder entstanden sind, kann 
durch ein analoges Schema dargestellt werden , wie für die 
Struktur der Derivierten des 7-Potentials (Art. 11) angegeben wurde. 
Unser allgemein gültiges Schema für die Struktur der zweiten 
Derivierten eines TF-Potentials lautet dann: 

Dabei sind die früheren Bezeichnungen beibehalten. 



(AB.) 

Fünfter Abschnitt. 



VII. Diskontinuitäten der zweiten Derivierten der Flächenpotentiäle 

in dem behandelten Fall. 

16. Festsetzung des Richtungssinnes, in welchem der variable Punkt 
{xy&) die Fläche durchschreitet. Es ist für das Potential und für seine 
Derivierten charakteristisch, wie ihre Werte sich ändern, wenn der 
Punkt (xyz), für welchen man dieselben bildet, von beliebigen 
Richtungen her in die Fläche selbst hereinrückt, sodass der Ver- 
gleich der Grösse dieser Aenderung zweier Potentiale oder ihrer 
Derivierten, d. h. ihre ünstetigkeitsformel, uns Aufschluss 
giebt über die Funktionen, resp. ihre Derivierten selbst. 

Aus diesem Grunde sollen die Betrachtungen bezüglich der 
Diskontinuitäten der zweiten Derivierten der Flächehpotentiale hier 
ihren Platz finden. 

Es ist bekannt, dass für die Unstetigkeit der normalen Ab- 
leitung des Potentials {U) die Coulomb-Poisson'sche Gleichung gilt: 

{ü\-{ü\^±i^h, (36) 

die uns aussagt, dass die Unstetigkeit der Ableitung des Potentials 
proportional ist der Dichtigkeit*) in dein betreflfendiBn Durchgangs- 
punkt auf der Fläche, 



*) Poisson hat dabei die Frage: wie stark die Variation der Dichtigkeit an 
dem betrachteten Punkte sein kann, offen gelassen. 



•'"'■' z. 
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Je nachdem man die äussere («) Seite der Fläche positiv oder 
negativ annimmt, ist das obere oder das untere Vorzeichen zii 
wählen, worüber man nach Belieben verfügen kann. 

In unserer allgemeinen Betrachtung, worin die Fläche als 
nicht geschlossen gedacht ist, kann von einer äusseren oder inneren 
Seite nicht die Rede sein, sodass wir für die Bestimmung der Ün- 
Stetigkeit der berechneten Ableitungen folgendes allgemein gültiges 
Schema aufzustellen haben: 

(±) — (+) = ±43r/z (36') 

[(+) bedeutet den Wert der Derivierten des Potentials auf der 
Seite der positiven bezw. negativen Belegung], sodass für 4:7th das 
obere oder das untere Vorzeichen gilt, je nachdem man die Fläche 
von der positiven oder von der negativen Seite her durchschreiten 
lässt, mag jene oder diese die äussere resp. innere Seite der Fläche 
sein, wenn sie geschlossen wäre. 

Wird die Normale, die auf die eine Seite der Fläche errichtet 
(fl- ) Fie 7 ^®*' positiv angenommen, so betrachten 

wir diese Seite als positiv. -Welche 
Richtung aber für die Normale positiv 
zu nehmen sei, ist nach unserer Ver- 
fügung (Art. 4a) nur relativ zu den 
auf der Fläche gezogen gedachten 
Kurvenfamilien {v ■= const, u = const) 
festgesetzt. Nach der beliebigen Anordnung dieser, welche dann 
aber im Lauf^ der Untersuchung festzuhalten ist, richtet sich die 
Normale und damit der Sinn der Seiten der Fläche. 

Um diese Willkür bezüglich des Richtungssinnes anzudeuten 
gegenüber der Carl Neumann'schen Annahme, in welcher aus- 
drücklich die innere Seite der betrachteten geschlossenen Fläche 
als positiv festgesetzt ist, wollen wir fjir die Richtung der Un- 
Stetigkeit unserer Grössen das Schema (36') mit den oberen Vor- 
zeichen zu Grunde legen, indem bei den Herren C. Neumann und 
Korn die untern Zeichen gelten. In ihrer Darstellung zeigt sich 
dadurch bei der Vergleichung der Unstetigkeitsformel mit denen, 
die wir aufstellen, ein Vorzeichen-Unterschied. 

Nun kann aber das bei den Unstetigkeiten auftretende Vor- 
zeichen noch von den Verfügungen über den Richtungssinn der 
Hauptkrümmungsradien bedingt sein. 
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Wir wollen festsetzen, dass die Hauptkrümmungsradien positiv 
zu nehmen sind, wenn ihre Richtung von *) dem Krümmungs- 
centrum aus nach der Fläche hin mit der positiven Richtung der 
Normale übereinstimmt; negativ dagegen, wenn sie ebenfalls von 
dem Erümmungscentrum ausgehend entgegengesetzt gerichtet sind, 
wie die positive Normale. 

Nachstehende Figur soll diese Beziehungen zwischen Normale 
und Krümmungsradien versinnlichen. 




17. Bestimmung der Unstetigkeitsformeln fUr die zweiten Deri- 
yierten der F- und H^-Potentiale bezüglich der Koordinatenrichtungen 
und der Normale. Wir haben nur das Verhalten derjenigen 
Glieder zu beachten, welche den Charakter eines Tf-Potentials 
zeigen, da es von einem F-Potential bekannt ist, dass es überall 
stetig bleibt; ebensowenig erfahren die Randpotentiale in ihrem 
Betrag eine Aenderung, da sie auf die Begrenzung jener Fläche 
sich beziehen, in die der variable Punkt hineinrückt. 

a) Wir bekommen folgende Werte für die Sprünge, wenn wir 
den variablen Punkt längs der einzelnen Koordinatenrichtungen 
die Fläche durchschreiten lassen. **) 

*) Gewöhnlich werden die Krümmungsradien, wie es bei Herrn G. Neumann 
geschehen ist, von dem Oberflächenelement nach d e m Krümmungscentrum hin, 
also in entgegengesetzter Richtung positiv gerechnet. Infolge dessen löst sich der 
oben erwähnte Vorzeichen-Unterschied für die Unstetigkeitsformel betreffend der- 
jenigen Werte, welche durch die Hauptkrümmungsradien dargestellt sind. 

**) Herr Korn (vergl. cit. Buch Anm. 11, 12 zu den Sätzen Vc, VId) be- 
trachtet die Grössen, welche mit unserer Dichtigkeitsfunktion korrespondieren, 
für die Aufstellung der Unstetigkeitsformel lediglich als Funktionen der Stelle, 
die also von der Flächennormale unabhängig sind, wodurch sich jene Formeln 
vereinfachen. Diese Vereinfachung trat in unserer Entwickelung von selber ein, in- 
dem die Grössen, bezüglich welcher Herr Korn die Einschränkung macht, sich weg- 
hoben; wir haben ihnen zwar eine Bedeutung zugeschrieben und damit eine 
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O - O =-i«[^ {h ^2 ^^ + ^iih, S)} + J, (Im, I)] (III,) *) 



(+) (-) 



(^) - iw) = - 4 »r [/3 {/* ^, 1? + ^. (h, V)} + ^. (hß, V)] (IIIb) *) 



(+) (-) 

Ö»F\ /Ö'F 



(^)-(^)=-*''[y^'*^»S + ^'('''^)^^-^'(''>''^)] ("^^) *) 



( + ) (-) 

Ö2F\ / Ö^F 



(^) - (li) = - 4 - [m/^ ^. ^^ + -'i (/^. m + ^. (/-, 'j)] (iiu -) 



(+) (-) 



(^)-(^) = -^'^^ {«z^,.^+^,(^,«))- ^, {(^,(^,l)),4] (ivo t) 



(+) (-) 

Ö2fF\ /Ö^TF 



(■?^) - (^) = " ^^ ^ l^^^^+^i (^'^)!-^i {(^^ 



(+) (-) 

Ö»TF\ /Ö'TF 



(^)-(^) = -^'^^®.-^i(^3,£)] (IV.) t) 



(+) (-) 

(+) (-) 

Beschaffenheit unserer Dichtigkeitsfunktionen von gleicher Art gegeben, wie sie 
die Kom'sche Funktion ,der Stelle* besitzt. 

Trotz der gemachten Einschränkung müssen diese Funktionen in der Korn- 
schen Darstellung, infolge der zu Grunde gelegten Flächengleichungen nach drei 
Koordinatenrichtungen, also sozusagen über die Fläche hinaus deriviert werden. 

Im Sinn der Gaussischen Flächengleichungen dagegen, von denen wir aus- 
gegangen sind, erscheinen von unseren Dichtigkeitsfunktionen Deri vierte nur 
nach ganz in der Fläche liegenden Richtungen genommen; nämlich bezüglich 
der F- und TF-Potentiale (in den Schlussformeln: IIIa,b,c;ab, IVa,b;ab, III a... und 
IVa...) nui* nach den Parametern w, v genommen. 

*) Wenn wir die vollkommene Allgemeinheit unserer Darstellung auch 
hier bewahren wollen, so haben wir noch die Uns.tetigkeitswerte derjenigen Glie- 
der hinzuzufügen, an denen die Laplace'sche Operation angedeutet ist, welche 
also Derivierte des F- Potentials sind, die nicht verschwinden, vielmehr je einen 
Sprung von folgender Art erleiden: 

+ 4;rÄa^ resp. inhß^, 4t7thy^. 

**) Die Unstetigkeit für das Glied, welches andeutet, dass die Formel unab- 
hängig ist von dem Attraktionsgesetz, heisst hier: 

-\- 4 7th' aß, 

t) Die hinzukommenden Unstetigkeitswerte : 

-4:JCa{J^(g,t)-g}; -^^ß{^i(g,v)-ff}'^ -i^?{^i{si^i)-ff}' 

tt) Der hinzukommende Unstetigkeitswert : 

- 4 « [ß {J, (g, S)} - « gl 
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b) Die Werte für die Unstetigkeiten vereinfachen sich be- 
sonders, wenn man sie auf die Normale bezieht. Lassen wir die 
Koordinatenachsen successive mit der Normale zusammenfallen, 
dadurch werden die entsprechendea Richtungscosinuse gleich der 
Einheit und die übrigen zwei jede gleich Null. 

Aus a = 1 folgt nach (8), dass : 

du dv do da " ^' ^^^^ 

* 

wo H nach der Definitionsgleicbung (7) positiv ist. Zugleich müssen 
aber infolge der eben gemachten Voraussetzung folgende Gleichungen 
bestehen : 

du dv do du~^ ^^'^ 

du do ~do du"^' y^''^ 

Hiernach müssen die Derivierten -r,— und -^- Null sein. 

du do. 

Dann verschwinden aber die Differentialparameter, welche diese 
Ableitungen enthalten. Somit reduziert sich (111^) aufr 



(« +) (71 -) 

und allgemein: 



wo 9,, ^2 ^^^ Hauptkrümmungsradien bedeuten. Es ist nämlich 
nach der Beltrami'schen Relation '^) zwischen dem Diflferentialpara- 
meter und einer wichtigen Verbindung der Hauptkrümmungsradien : 

z/g I =^ — a{ 1 [ , wo das Vorzeichen unseren Festsetzungen 

über den Sinn der Krümmungsradien entspricht. 

Lässt man den variablen Punkt ixyz) in der Richtung der 
Normale die Fläche durchschreiten, so bekommt man aus (IVa), 



*) Diese Formel (III) und die unter (IV) folgende sind bei H. Beltranu aus 
den expliciten Ausdrücken der ersten Derivierten der Potentiale einer einfachen 
resp. Doppelfläche aufgestellt worden [vergl. ibid. Formel (7)]. 



4: 
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•» i 



I wenn die o:- Achse mit der Normale zusammenfällt, die Bedin- 

r gungen: 

a = 1, daher -g^ = und "g- = ; also J^ (g, a) =0 



Öw """ »* d 






{( )J} = o. 



Damit wird: 






(+) (-) 



Sechster Abschnitt. 



VIII. Nachweis dafür, dass die entwickelten Formeln für die 
gemischten Ableitungen der Flächenpotentiale. dem ,Fundameiital- 

satz der partiellen Derivierten* genügen, 

18. Vergleich der Unstetigkeitswerte der in x und y gemischten 
Derivierten des F-Potentials. Es ist wegen des unsymmetrischen 
Auftretens der Grössen nicht möglich, unmittelbar zu erkennen, 
dass die Unstetigkeitswerte der gemischten Derivierten bei ver- 
tauschter Diflferentiationsordnung sich selbst äquivalent bleiben. 
Wir wollen ihre Identität zum Vorschein bringen. 

Zu diesem Zwecke schreiben wir die betreffenden Ausdrücke 
zunächst in der ausführlichen Form, wie folgt: 

- 4 3r [^ Ä z^2 1 + Ml (^^ S) + ^i ^1 («, n) + « ^1 (/', n)\ (HIab) 

Dann ist die Uebereinstimmung zwischen den Gliedern der beiden 
Zeilen für den folgenden Ausdruck nicht ohne weiteres ersichtlich : 

M2 S + ^1 («, ^) ^ « ^2 »? + ^1 (ß» 5)- *) (37) 



*) Um darauf aufmerksam zu machen, dass die Identität der beiden Seiten 
erst gezeigt werden soll, wurde das Gleichheitszeichen schief angesetzt. 
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Wir wollen durch Auflösung der symbolischen Ausdrücke das 

Bestehen der Identität auch für diese Glieder nachweisen. Das 

dadurch angezeigte Verfahren wird sich etwas vereinfachen, wenn 

wir die Betrachtung für den eingeschränkten Fall, dass E= G^ 

F= ist, vollziehen. Das heisst geometrisch : wir nehmen anstatt 

der allgemeinen krummlinigen Koordinaten (u, v) ein isometrisches 

System auf der bisher betrachteten Fläche an, ohne die Beschaflfenheit 

dieser zu ändern. Es erfahren dann die Koefficienten des Bogen- 

elementes gleich grosse Aenderungen: ds^ = l^ {du^ -\- dv^) *) und 

die Kurven v = const, u =■ const stehen wegen F= (Gl. 5) auf 

einander senkrecht. Zufolge der gemachten Annahme bestehen 

also die Gleichungen: 

H=E=G {ly 

dE dQ dE da 



du '^ du' ~W~ dv 



i2y 



f - 



dF _dF_ . y 

Dann reduzieren sich die Ausdrücke (3') auf: 

2 dv '~ ^ du^ dv ^^ ^ 

}_da__ ^ndi .o^Mi 

2 du ~ -^ dv^ du ^^ ^ 

worauf wir dann zu achten haben. 

Somit lauten die Glieder der linken Seite (a) der Gleichung 
(37), indem wir die Werte der symbolischen Ausdrücke [(19»), (17»)] 
einführen und für ß aus Gleichung (8) den Wert nehmen: 

P^25- ^2 \ö^2 ß^ Qy^ t- Öy2 öy Q^ Q^2 Q^ dv dv^ Öi* dvf ^ '^ 

^'•v)-i&^+^^]- (37.)- 

Für die rechte Seite (b) geben die analogen Operationen folgendes: 

^ ^ - J_ i^ ^ ii J. % _^ -^ _ 9!l ii ÖJ _ Ö^ ö^ öf i ,„- V, 

«^2'?-_E» \ÖJ4> ÖM dv "^ dv^ du dv ÖM« dv du Oe)» dv duf ^ ' '^ 

*) Vergl. Darboux; Theorie des surfaces [tome I, p. 152]. 
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Wir nehmen für die Richtungskosinuse a und ß ihre Werte 
aus der Gleichungsgruppe (8), wo sie durch die Koordinaten 17, g 
resp. g, I ausgedrückt sind, bilden darauf ihre Derivierten nach u 
und V und setzen diese in die Gleichungen (STa)* und (STs)** ein. 
Dann ordnen wir diejenigen Glieder, deren Identität sich durch 
diese Operation noch nicht herausgestellt hat, in eine Gleichung, 
indem wir die gleichkonstruierten Ausdrücke je auf eine Seite 

schaffen und die Derivierten -^> -0— mit Rücksicht auf die Be- 
dingungen der gemachten Annahme einführen [Gl. (ß')\ (3)"]» so 
ergiebt sich folgendes: 



J5M 



E 



dE dj 

dv du 



[ ^ 9^ an dE 8i\ 

[^ 'du do] dv ~5^i 



4-JL/iri-M^ll-_iri- M ^1 
■^ ^m|L2 du dv]\ IL 2 dv du] 

d^Ti dfj öS 



+ 



+ 



2 du dv 

d^Tj dri 9f 

"Öi?" ÖwW 

8«i7 dn ds 



dudv dv dv 



Ö^ öi^ 

"^ du^ dv du 



du* dv die 

8«9? drj 9£ 
dvdu du du 



"^ l. dv^ du dv J 



i]-[ 



] 



+ 



\lWdu\du) j\ 



du* dv du 



\ldudv\dv) ]\ 



dv* dv du'^ [ du* dv du ] L dv* dv du \l . 



(37)" 



^ 



^ 



+ 



Ml 



dE dt 

du dv 



1 dE 9g 

2 9t; 9w 



_ r ^^ 9n 9^^) 
l^ du dv] du du) 

ii_ir-i M^ll 

Jl iL 2. du dv]\ 



d*7i dr^di^ 

■^ dv* du dv 



d*v drj di 



+ 



d*rj dy 9g 

du* ^Bv du 
d^n_dri^dl 

du dv dv dv dv du 'du du 



If d*t /9g\n| ir 9«i_/_9nn| 

|L"9y du\du) Jl "^ |L9w dv\dv) Jl 



+ T 



92g 9J 9g 



9?*« 9y 9w 



91 9g ir 9'-'g /9gyi| ir 9»g mVHl 
|L9y9wr9w;Jr |L9w9«;V9i;;J|n 



9'g 

9y» 9y 9i* 



(37)" 



Die Glieder, die in den einfachen eckigen Klammern gesetzt 
sind, heben sich innerhalb der Gruppe (37)" auf, resp. fallen wegen 
F = beiderseits weg. Die doppelten Klammern zeichnen die- 
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jenigen Glieder aus, von denen die gleichkonstruierten, je auf eine 
Seite gebracht, zu dem gemeinschaftlichen Teil den Faktor E geben. 
Dann ergiebt sich ohne weiteres folgende Identität: 

1 \dE dt , dE dj , ^ d'i \_ \ 
E'Xdu du~^ Qv du "^^ dvduf ~ \ , ,_ 

_ 1 (dE dj dE dt j^ d'S 1 ( ^ ^ 

Damit ist gezeigt, dass die durch die Gleichung (37) verbun- 
denen symbolischen Ausdiücke in dem betrachteten Fall in der That 
einander gleich sind, und also leisten unsere Formeln dem Satze: 



dx dy dy dx 

Genüge, wie es sein muss. 

< 

19. Vergleich der Unstetigkeitswerte der in x und y gemischten 
Derivierten des H^- Potentials. Wir wollen bezüglich einer Doppel- 
fläche ebenfalls zeigen, dass der Wert des Ausdruckes (IYab)» den 

d^W 
wir für ^ ■ q gewonnen haben, sich bei der Vertauschung der 

Aufeinanderfolge der Differentiation nicht verändert, dass also die 
Ausdrücke: 

-4.n[aßJ,g + aJ, (g, ß) - zJ, [(j, \g, iy)), | j ] (IVba) 

einander äquivalent sind, was aber für die folgenden Glieder 
nicht ohne weiteres erkennbar ist: 

^1 {(^1 {g. O); ^j - Ml {g. «) ^ ^x {(^i (.^, n)\ l} - « ^i {g. ß^ (38) 

Indem wir von den Gleichungen (15i,2) Gebrauch machen, 
können wir vorstehenden Ausdruck in diö folgende Form umsetzen : 

Dadurch stellen sich die aufzulösenden Symbole wohl einfacher 
dar, allein für die Symmetrie ist nicht viel gewonnen. 
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Wir schlagen nun den analogen Weg ein, den wir vorhin 
bei den gemischten Derivierten des F-Potentials befolgt haben und 
wollen unter Aufrechterhaltung der dort gemachten Annahmen 
(Art. 18) die symbolischen Ausdrücke ganz auflösen. Wir führen 
die angedeuteten Operationen zunächst an der linken Seite (a) 
aus. So ergeben sich die im Folgenden unter (38j)* und (SSn)* 
dargestellten Ausdrücke: 



^, {(^i (^, I)), v} 



für F = 0, -ff = ^ = ö 



d^ \^' '^^ ^'i du ^ Sv r^ '^' 


'^i w 




E 






1 f ^ 8V öl ö^ , ^ dg 
E' \ ^ du^ du du ^ du 


Ö«| ör/ 

"du"^ du 


dE dg öl Ö17 
du du du du 


^ d'g dt drj , j^dg 
'^^ dvdu do du'^^ do 


ö»| drj . 

dodu du 


dE dg Ö| Öl? 

du do do du 


j^ d'g dt dn dg 
^^ dudo~5^ dv ~^^ du 


Ö^l ÖI7 

dudv do 


dE dg ö| dn 

do du du do 


, ^ d'g öl drj ., dg 
+ ^ do* do do^^do 


ö^l Öl? 

öy« do 


dEdg öl dg\ 
dv do dv doi' 



(380' 



(380* 



In dem zweiten Gliede der linken Seite des Ausdruckes (38) 
führen wir, wie vorhin, für die Richtungscosinuse a, ß ihre Werte, 
ausgedrückt durch die Koordinaten i?, ^ resp. g, | ein. Wir machen 
also von folgenden Derivierten Gebrauch: 



da 



E^ V" öw« dv 



— E 



d^i dn 

du\do 



E 



E 



d'i dn dE dn d^ 

du 'du do 

dE dn öj 



dodu du 

d'n öS 



+ 



do du du du dv du 



} 



ö« 

dv 



Vi \^ «.,2 A., "t" ^ f^^s fi^, ;^., A.. ;iw p.. 



E^ \^ "öt?2 du 



dudv dv dv du dv 



__ pd'n ö£ ^ ö^g 
^ Öü2 du ^ dudv dv 



dn 



■ dE dn ög \ 

"^ dv do dui ' 



Demnach zerfällt der in Rede stehende Ausdruck: 



ß^i{g,^) = -ß 



dg dcc dg da 

du du "^ do do 
E 



(380' 
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' I 



in die zweckmässig geordneten Glieder folgenden Aggregates: 

J_ jdg d'i dj Öl dr] dg d'S Öj Qg dy dg d^ il ö|_ö^) 
E' \ du öu^ du dv dv "^ du dv du dv du du du du^ do du dv 



. dg d'i di öS Ö^ , dg d'i Öf ÖS dn 

-T -OTT -STT^r -qT -qTT "OTT + 



dg d^i di öl dn 



dv Öy^ dv du du ^ do du do du do do do do^ du dv du 



ö£Ö^^/_ög_y , dg d'n öl /ögy 

"^ du du^ du \do) "^ du dvdu do \du) 



+ 



dg d'i ög öl drj 
du dodu du do du 

dg d^rj öl /ögy dg d'rj Öl /Ögy ö(y ö'g ög öl drj 



do dv^ d 



'1 (^\ 
)v \du) 



+ 



do dudo du \dvJ do dudv do du do 



dg d^rj öl ÖS ÖS dg d'rj ö| öf öf 



Ö« du^ do du dv 

dg^d^d^dl^dl 

~do öy« du du dv do dudo do du dv 



du dodu du du dv 
dg d^rj öl ög ö? 



1 



_-!_ (^^ 8</ 91 ÖI7 (di\^ dE dg öl dy dj ög 

du du do du du dv 

_M_^£ öi ö^^ ög ög^ 
ö?* öw ^ dv ^ dv 



E* \du du dv do \du) 

,dEdg^dldr^/diy_ 
■^ öi* du du du \do) 

ö^ö^r öl ö^/ön'_ 

■^ do do dv do \du) 

Ö^Ö£Ö^Ö5^/ög^\^_ 

■^ öy öy du du \dv) 



dE dg ö| dr] Ög ö 



dv do do du du dv 

dE dg öl drj ög ög) 
öy Öy du dv du dof ' 



(38ny 



Die entsprechenden Glieder (38i)^und (38n)^ der rechten Seite (b) 
des vorgelegten Ausdruckes lauten folgen dermassen : 




^1 {(^1 (ff. V)), l) = 



^ /^ % 05^ öl j^dg^ ö^ öl^ 
E^ \ du^ du du '^^ du Öw2 du 

"^ ^ dvdudo du ~^-^ dv dodu du 

_4- W-^ff-^ dj dg d\ öl 

"^ ^ Öi^öi; ög* ö^; ""^-^ du dudv dv 

, ^ ÖV dri^dl ^djl ö^ öl^ 

~^^ Öt?'' öy öy "^^ öy öy'» ö«; 



dE dg dn ö| 
Öi«öj*öwöw 

öj; ö.^ Ö77 öi 

öw öy do du 
dE dg dn ö| 

ÖV ÖW ÖM ÖV 
Ö.E ö,^ ö^ ö| 

öy öy öy Ö 






(380' 



1 
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__i_jd!iH_d^didri^ dff^j^t dj as a»? dff . d't dt 81 dt, 

~ E' \du a»' du dv dv '^ du dvdü dv du du du dW dv dv du 



dg^d^dt^didji dg^ d*i_dt_didji 

~t" Q.. Q..O Ct.. a.. ci.. ~t~ 



dg d'i Öf öl öl? 



dv dv^ dv du du "^ dv du dv du dv dv dv dv^ du du dv 



ööro^ö^^my , 
"^ du du^ du \dv) ^ 

, ö^ö^ö^mv , 

*^ dv dv^ dv \du) "^ 



(3.\ - 

\du) 



dg Ö«S ÖJ di dv 



dg_ ö'f 05^ (di 
du dvdu dv 

dg dn dy (di\\ dg d'j .ö£ ög dy 



du dvdu du du dv 



( 



dv dudv du\dv) dv dudv dv dv du 



dg d^ öl? Ö£ ög dg d^ dv öj: ög 
ö«( öw« dv du dv 



dg d^ dy dj ög 
öt; öv" ÖM öw Öy 



J_ rö^ ö(7 öl? öf /ögv 
JE* low öw öw öi* löt;/ 

ö£; ö.^ öl? ÖS /ögy 

■^ ÖM ÖM öv öi; Vom/ 

ö^ö£Ö5^_ös /ön»_ 

"^ öy Öt; öt* öw \dv) 

rdEdg^dri^dl(dlV_ 
'^ dv dv dv dv \du) 



du dvdu du du 


dv ■ 




dg a»! dt, 
do du dv dv 


dS 
du 


as\ 
dvf 




dE dg dv 
du du du 


ai as 

dv du 


dt 

dv 


dE dg dt, 
du du dv 


ai 

du 


dt 

du 


dt 

dv 


dE dg dv 
do do du 


as 

dv 


as 

du 


dt 
dv 


dE dg dn 


ai 


as 


dt 



dv dv dv du du öy) 



(38ny 



Die letzten Gruppen in den Aggregaten (38n)* und (38n)^ 
stimmen, wie vorauszusehen war, Glied für Glied überein. Die 
vorliegende Entwickelung brachte ausserdem noch die Identität 

der unterstrichenen Glieder zum Vorschein. Der Faktor -^^ erscheint 

JE/ 

in allen Gliedern, somit können wir von ihm im weiteren Verlaufe 
des Identitätsnachweises absehen. 

Es ist nunmehr leicht zu erkennen, dass die äquivalenten 
Ausdrücke zu denen, welche die Funktion E enthalten, durch die- 
jenigen Glieder geliefert werden, in welchen eines der Quadrate 

-g^j > (-ß-) erscheint. Die dadurch angedeutete Umformung ver- 
mehrt zwar die Anzahl der Glieder, teilweise werden aber die neu 




hiDzugefUgten mit den schon vorhandenen zu einem Ausdtui 

der Form : F = sich vereinigen, oder aber sich gegen die Z 

faktoren 2 wegheben. 

Die^ Paktoren treten, wie aus der folgenden Darsf 

hervorgeht, in den expliciten Werten auf, die als äquivaler 

die Derivierten -jr—i -□— gesetzt wurden. Wir wollen ander 

an Stelle der einzeio erscheinenden additiven Glieder (wie ■^— 

n— J— -Q— ■ ■) jener expliciten Werte die vollständigen Ausdriic 
oooa au i „„ „^ 

Derivierten -0:^^ (für £=ö), und -«— einführen. Sodann ergebt 

für die beiden Seiten des vorgelegten Ausdruckes (38) fo 

Formeln : 



1 flE 8g 81 bn 

' 2 9u öw bo da "■ 

1 dE dg H dn 

' 2 du dv du dl) '^ 



d^ dv_ 
du* du 



r% 8, 8'i 


dl all, 
8i:-e;J+ 


tdf Si S', 


(^ 


laFWa^sS" 


m eil 


LSü Sw 8u8j* 


(1 


ir».» « 8>i, 


S£ st 11 


ItfÄ 


i 


\U,B,d,du 


»» 1)4 


i 


IfBj ei 8'v 


dl Stil 


IL 9» öü Ott' 


■ä 


rä.» SS 8, 

L8w du du 


8>£ SEI 


röfl 8ä 8»! 

Ldtt 8m lü" 


s 
's 



i 

' Sil SwSk du 



ji« a., "^"^ >i„ >i„ fl« ' «„j 



Si Sl 
8ü 8m 



, r,18j Sä (d,\ 8'>,/S,\ 
.MS» 88 



1 85 81 65^ 
||S«"5I Si> 
1% 8S /85_-l 
J 8» 8« Uo / 



n St , r„i8s Si 

in" 8« + [''J 8« S« 



pS.(t 8', 6i 

„ % j>Y"s|. _ rsj 8£ _e\_ 8£ e£ 



rSj 8I_ 8^ 8£ 8ä|_ rSjSi Ji^ (l 
l8» 8» Si.' ■ 8» 80J" Ls» 8» 8»" \6 



„dg S-^ 8{ 
^"57 Sb8m Sy 



ü "W 8k 
' 8S 



IL r^jsi 

"J [8» 8« 



■'_ Si Sil! 
8«' 8m SüJ; 



|r8£_M 8", 
ILSü 8« "Su* 



8ä 881 
•"57 "SFj 



8'» 
8m 8m 8y 



rSj S£ d\ 
t 8p Sp 81.* 
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// 



1 bB dg dri d± 

2 dv du dv du 

1 dE dg dt! dl 

2 du dv du dv 



+ 



+ 



i[ 



dg 91 d'v 



'^ du äM« du 



+ E 



+ E^^ 



dg d\ as 

dv dvdu du 

d'^T) öl 



^E 



du du de dv 

dg d\ 91 
dv dv^ dv 



■^ • öw 8w* du 
'^ -^ dv du dv du 

. 7P^J3J^ 
'^ ^ du dv du dv . 

"^ ^ öy Oy'^ dv 



du du dudv 

dg Ol d^v 
dv dv dvdu 

dg drj a^l 



\[du du 



l[ 
[ 



du du dvdu 

dg^dri_ ö«| 
dv du dv^ 

dg_dri_ dl 
dv dv du 



. rolÖ£9i/_ö|.\ 
■^L JOy dv \du) 



öi* öy 

^ Palr 

du ayjr" 



F [ 



du 
du 



övJr 



Öl ^1 4. r 



% 8r; d^ (dl 

du dv dudv \du 

[dg drj ö^l /öl^ 
[dv du dvdu \dv 

dg drj 8*1 ÖS 



Pi 
du 



)]\ 



m 




dv dv dudv 

dg^dfi ö^ 
du dv Öw« 

ö^ö^ dl 
du du dv 



du 

dl 

du 

du^ 



ö£ 
ö 



dp 
d 



dt 
d 



I] 



lö» VOM y "^ |_ J du duKdv) 



+ 2 



+ 






Öy«\öw/ 
Ö2>7 Ö»? 



05^05. ^ 

öy öy du ' dv* du 

dg^dn_ dl d^ dl 

dv dv du ' dv^ du 



+ 



+ 



IM 



du du 
dg dri 



öl 



P!l(PL\ 

du^- \ dv ) 
d^rj öl? 



du du dv 
dg_dri_ dl 

du du dv ' du* 



du* 

d*s 



dv 

dl 

dv 



dg dr) ö^l 



ö^ ö^ll 

du dv]\ 



ILöt* öy du* 

\Vdg dy ö^l ö^^ J^IL 

II dv dv dudv' du dv\\ 

irö^ ö^_ö^l_ ö^^ ö^i|_ 

Idu du dvdu' du dv]\ 

|rÖ£ 05^ ö^ dn_ ö^ll ■ 

||_öy du dv* ' du dv\\ . 



[dsidri d^ (dl dlW 

Idu du du* \dv dv)] 

[dg dn ö'l /Öl 

Löy du dudv \dv 



du du dv 
dg dn d*t l ai 



m 



[ 

\d9 
Vdv 



(dl diw 
\du du)\ 



du dv dvdu \ du du 
dg dr, ö'l /öl 91 



dv dv^ Vom 9m 



IM- MW 
\du du)} 



(ssy 



'* 



Je zwei der Glieder, die in den einfachen eckigen Klammern 
gesetzt sind, lieben sich innerhalb der Gruppe (38)^ resp. (38)* 
gegenseitig auf. Die doppelten Klammern zeichnen diejenigen 
Glieder aus, von denen die gleichkonstruierten, je auf eine Seite 
gebracht, F = geben. Setzen wir noch die Ausdrücke, deren 
Zahlenfaktoren weggefallen sind, wieder in ihre ursprüngliche 
Gestalt um und schreiben zugleich von den freistehenden Gliedern 
diejenigen mit, deren Identität noch nicht dargethan ist, so 
haben wir; 
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1 

2 


dE 


dg ai dt, 

du dv du 


l 
2 


dE 
du 


, ö^ 9{ öij 
dv du dv 


l 
2 


dE 
dv • 


dg ag dv 

du dv du 


1 


dE 


dg as dt, 



1 dE dg di drj 



2 


dv 


du du dv 


1 
2 


dE 
du 


dg di dij 

dv dv du 


1 


dE 


. öflt ds dv 



2 öw dv du dv 



2 öt? du du dv 
2 öw ' öt; ät; öw 



(38) 



HS 



Damit ist in dem betrachteten Fall die vollständige Identität 
unserer Formeln für: 

d^w ^ d^w 

nachgewiesen. 



Siebenter Abschnitt. 



IX. Beduktion des allgemeinen Falles. 

20. Wir unterwerfen zum Schluss unsere Formeln, die wir in 
allgemeinster Weise hergestellt haben, den Beschränkungen, mit 
welchen sich Herr C. Neumann bedient hat, und wollen hierdurch 
zeigen, dass der Fall, für den er eine teilweise Bestimmung der 
zweiten Derivierten des Potentials einer einfachen Schicht 
geliefert hat, ein Spezial-Fall des unsrigen ist. 

Wir müssen zugleich die Diflferentialparameter - Ausdrücke 
unserer Formeln für diejenigen Glieder entwickeln, auf welche der 
Vergleich erstreckt werden kann, d. h. wir führen die betreffen- 
den Ausdrücke in die Gaussischen Grössen über, damit sie auf die 
Gestalt der Carl Neumann'schen Formeln gebracht seien, insofern 
diese vorhanden sind. 

Nebenbei leistet uns dann dieser Vergleich eine teilweise Kon- 
trolle für die Richtigkeit der betreffenden Glieder unserer allge- 
meinen Entwickelung. 

Allerdings könnten wir durch den Vergleich unserer Resultate 
mit den Kom'schen Formeln eine bessere Kontrolle finden bezog- 



r 
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lieh derjenigen Glieder, die dort ebenfalls ftlr den allgemeint 
berechnet sind. Wir müssten nur für die bei Herrn Korn i 
der vorliegenden Arbeit angewandten allgemeinen Methoden 
Spezial-Fall treffen, in dem sich die zu Grunde gelegten 
verschiedenen Fläcbendarstellungen einander decken. Diese 
würde für uns offenbar in der Flächengleichung: 

?=/(«,-() 

(wobei I = M, s) = f ist) und für die Eom'sche Darstellung 

t-f(i,v) = o 

(welche die nach £ aufgelöste Form der Gleichung: F(^,ti,' 
ist) eintreten. 

Allein dieser Vergleich würde eben nur eine Kontrolle : 
Rechnung liefern ; daher ist für uns von grösserem Interess 
erstgenannten Vergleich vorzunehmen. 

Wir finden bei Herrn C, Neumann *) folgendes Glied i 
Bestandteil der zweiten Derivierten des P'-Potentials angei 

öä Sä 

wobei K| für -7^ ; «» für ~== gesetzt ist. 

In unserer Schreibweise, etwas ausgeführt, lautet der 
druck (39) folgendei 
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Der korrespondierende 
heisat (ans HI.): 
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•) Vergl. cit. Abh., Satz Vy, Formel (17) (B). 
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Diese Formel soll für den Fall reduziert werden, d* 
krummlinigen Koordinaten w, v speziell die Krümm ungskurv 
Fläche sind. Biese Kurven sind bei beliebiger Wahl des K 
natensystems durch die Differentialgleichung: *) 

(FD — ED')du^-\-{GD — ED")diidv-h(.GD' — FD")dv^ = C 

charakterisiert. Wenn dieser Gleichung durch die Kurven v = 
u = coTist genügt werden soll, müssen die Gleichungen hes: 

FD^ ED' = I 
GD' — FD"=(i r 

Multipliziert man die obere Gleichung mit Q, die untere 
welche Grössen nicht zugleich Null sein können, dann ergiel 
die Bedingung: 

F{QD — ED") = (i 

und daraus dann, dass F=Ü) ist. Denn wäre die Verbi 
QD — ED" Null, so würde wegen (42) die vorgelegte Diffen 
glejchung (41) identisch erfüllt sein und es würden alle K 
auf der Fläche Krümmungskurven sein, d. heisst die Fläche 
eine sphärische. 

Aus: GD — ED"^Ü 

folgt dann, dass für die Kriimmungskurven mit i^ = wege 
auch i>' = sein muss. 

Wir müssen also unsern Ausdruck (40) unter der V 
Setzung : J" = 

und also: H^ ^ EG, 

in die Gaussischen Grössen überführen. Wir bekommen zui 
aus dem dritt«n Glied (3) der Formel (40): 

— ^, {h «,!) = - h ^, («, I) - « ^, (ft, I) (nacl 

--H Eis- i 



*) Vergl. Darboux ibid. III. Partie, p, 249 (31). 



Dann liefert das zweite Glied (2): 

84 at ,„dh 8S 
-aJ,(h,i)=->\ gg 1- 

Schliesslich haben wir für das erste die bekannte Belatioi 

^.i — 



-il' 



welche den Vergleich mit dem entsprechenden Glied in i 
Neumann'schen Formel (39)' ermöglicht. 

Und also lautet das erste Glied nnseres Ausdruckes ( 

sodass (40) übergeht in: 
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94 Sj^ , _ 8» «1^ 

8» 8« '^"'W d a I 

EG i 



,ei 



,1 u« UM öi. 8w 1 , . .1 1 , Xllöip , 



Die Identität für die Glieder («) und (a), ferner für [y] 
in der unsrigen Formel (40') und der Carl Neumann'schen 
(39') zeigt sich jetzt unmittelbar. Der Vorzeichen-Untersc 
dem Glied, das durch die Hauptkrümmungsradien darges 
erklärt sich durch die verschiedenen Festsetzungen über c 
der Krümmungsradien in den beiden Darstellungen (vgl.Änm. 

Es bleibt uns nur noch übrig, die Uebereinstimmung 
Glieder (ß) in (40') und (b) in (39') darzulegen. Zu diese 
wollen wir den zunächst in die Form (b) gesetzten Carl !Ni 
scheu Ausdruck weiter umformen. 

Wir ersehen, dass wir betreffend der Umfonnung des 



/8iy /8iy 



L zwischen den Hauptkrümmungsradien und den 
n, nämlich von : 



H_ 

'' E 

Ml 
H 



(43) 



L haben. Diese Gleichungen (43) entstehen aus 



= und entsprechend : 'ä~ + P* 'a" = 



es'schen Gleichungen. Dabei sind mit -5- und -jj- 
IrUcke bezeichnet : 

r-^"w — -^Wöi^ ] 

langen können, wenn wir die bekannte Relation: 

Bedingungsgleichung (5) besteht, successive nach 

ung des Gliedes (b) giebt darnach folgendes 

8» SS /di\' aß 8, /8i\' 8|. 8£ /8ä\'| 
KWAf:) ''"diViVOll) +"BJ"8J(,WJ 

5F Si; \ao) ^ 8« 8t \8o; '^ 8» 8» \dj J 
I. 88^ 8« 8i 

i 8« "^ -^ 8» 8o 1 



der Relation (5') in der Form : ^, (I, ^) — 
iermit ist dann die Uebereinstimniiing der Ans- 
40') Glied für Glied nachgewiesen. 
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